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COURSVIII . Distribution canonique

|. Rappel sur ladistribution microcanonique

[.1. Ensemble microcanonique

Cest I'ensemble statistique du systéme isolé al'équilibre, le seul quon sace
traiter diredement par la statistique puisque les microétats sont équiprobables. Ced
étant, on a vu quil éait possble de sintéresser a cequi se pase al'intérieur et de
discuter les propriétés d'une partie = d'un syteme isolé que l'on ndera Zg.

Les raisonrements s font sur |'entropie de onfiguration Sp(x) du systéme isolé
lorsgue I'on considere une variable interne X. On se rappelle que Somax(X) peut étre
confonduavec Sp.

|.2. Relation aveclathermodynamique dassque

Elle a ééfaite dansle ca du gaz parfait.

Evolution spontanée du systéme isolé apartir d'un état initia: ASy > 0 (on enléve une

contrainte interne). L'égalité mrrespondalaréversibilit é.

Relation avec les variables du gremier principe: le systéme 2 est [ié aun gston sans
frottement (qui fournit W), et a un thermostat a température Ty, (qui fournit Q), le tout

constituant Xg.
ASy > 0 conduit a AS > Q / Ty, avec @alité pou une transformation réversible. En
pratique, on travaill era souvent sur des variations infinitésimales: dS> 8Q / Ty, , €t, en

cas de réversibiliteé, dS=0Q / T, car la température du systéme est alors égale a cée
du thermostat.

[.3.Casparticulier

On suppce que Xg est constitué d'un systeme  reli € seulement a un thermostat. Alors
W = 0 et on aimmédiatement, pou I'évolution sportanéede I'ensemble: AS > Q / Tip,
avec Q = AU, dorc findement: AU-Ty, AS < 0. Le critére d'évolution sportanée

corresponda:



A(U-Th ) <0

ou Tih n'est en généra pas la température du systeme. Donc U-Ty, S n'est pas une
fonction détat de 2.

Il . Distribution canonique

[I.1. Ensemble @anonique

C'est I'ensembl e statistique du systéme en équili bre avec un thermostat. Comme
il 'y a éuili bre, la température du systéme est cdle du thermostat, elle est imposée Il y
a édange dénergie avec le thermostat, I'ensemble @nstitue 2. Il n'y a pas échange

dénergie mécaiique ni échange de particules avec le thermostat. Les variables
définissant ~ sont dorc:
T,V,N

Il .2. Propriétés gatistiquesde Z al' équili bre
A I'équili bre

W0Sg _PSwfH. 1 _1

U,y DUpO Ty T

On sintéresse aix valeurs possbles E;j de I'énergie du systeme 3. On anoté U la valeur
d'equili bre qui est lamoyenne des Ej. L'énergie du systéme 2 est une variable interne du
systeme Z g et définit une configuration e cesysteme d'entropie So(E;).

So(Ej) = S(Ej) + Sin(Eo - )

Le thermostat est une source, dort I'énergie doit étre trés upérieure a ce du systeme
Z. On developpe Siy(Ep - Ej) en:

0 E;
st(Uo ~E; ) DSn(Uo) - Ej %E = Sin(Uo) = =
thth =ug

d'oula probabilit & de I'énergie Ej



E,
QO(Ej) _ Q(Ej)e kT

Qo (Ej) _E
EZj o ZQ(Ej)e kT
EJ'

S(E,)
avec Q(Ej)=e K

P(Ej) =

Q(Ej) est le nombre de microétats de 3 ayant I'energie Ej. En effet, lorsque Ej est donrg,
on sait raisonrer sur = qu est isolé. On peut dire que I'état d'énergie Ej est Q(E;) fois
dégeneré. La probabilité d'un microétat de 3 ayant I'énergie Ej est Pj . On ndera par
convention z la somme sur les énergies et Z la somme sur les microétats.

E, {1}
E, E
e kT e kT
i E T &
ZQ(EJ) e kT Z e kT
E, {i}

On vat que les microétats de 3 ne sont pas équiprobables, leur probabilit é dépend de
leur énergie. Le dénominateur, qu joue ici le rdle que jouait Q en microcanorique,
sappelle fonction ck partition et est noté Z. Nous ne |'utili serons cette axnéeque mmme
intermédiaire de cdcul et notation commode.

B _E
KT =

Z= ZQ(E)e

II.3. Formules utiles et remarques

On nae souvent 3 = I/KT. L'énergie moyenne U de X séait:

1 — 1 — 1 dlLog Z

== KT == = BE, _ _0L0g Z

_Z z Ej Q(Ej)e Z{E Eje Z{E} Ej e’ = B
E, j ]

Si le systéme X est constitué de N_systemes élémentaires identiques, on peut
considérer qua l'équili bre chaaun e ces g/stémes est diredement coupé au thermostat.
lls apparaissent comme indépendants. 1l y a fadorisation ce Z, Z = zN s les g/stémes
sont discernables, et on dvise par N! dans le ca contraire. En fait, beaucoup s




problémes rencontrés ceite année seront de cetype, et on travaillera dors sur un
systéme éémentaire.

Il .4. Relation avecla thermodynamique

Pour les grands g/stémes, onidentifie valeur moyenne & valeur la plus probable.

LogZ = Log (terme le plus probable) = Log [Q(U) exp -(BU)]

cequi condut ak LogZ =S - U/ T, soit, enintrodusant F=U-T S

F=-k LogZ

Si I'on souhaite revenir aux microétats, il vient:

0 E O 0 EQO
F = -k Log g Q(Ej) e KTO= -k Log g e KT O
,» E ] H
Ei
e KT
P, = 3 onvoit que S= —kz P, LogR
o KT {i}

Du pdnt de vue thermodynamique, le systéme lié a un thermostat évolue
sportanément en minimisant lafonction U-Ty, S. A I'équili bre, cette fonction devient la

fonction détat F = U-TS qui est obtenue expli citement dans I'analyse statistique.

On remarquera que pou le systéme isolé on sait cdculer S, qu apparait comme
fonction e U, V, N. Les autres grandeurs Sen déduisent.

Pour le systéme en équili bre avecun thermostat, onsait cdculer F qui est fonction ce T,
V, N. Les autres grandeurs, dort S et U, sSen déduisent:

dF=-SdT-PdV +p dN

__oFO _pe_TPFO _ CFO
S= BT0, U=F T[BTE{/ TaTDTE{,



COURSIX. [llustrations de la distribution canonique

|. Résultats esentiels

|.1. Probabilités

La probabilit & P; dun microétat dépend de son energie E; et est propationrelle a
exp -BEj, C'est le fadeur de Boltzmann. La probabilit € P(Ej) del'énergie Ej est cdle d'un
microétat ayant cette énergie multipliée par le nombre de ces microétats. Evidemment,
ces probabilit és doivent étre normali sées. On a:

Z= z Q(Ej) e PE = Z e PE

E, {i}
o e PE _ _Q(Ej)e_BEj _ _0logZ
P = P(Ej) = ——L— u=-—23<
Z i B

[.2.N Sous-systemesidentiquesindépendants

Il'y afadorisation des probabilit és et on raisonre en pratique sur un seul sous-
systéme. OnaZ = zN § les g/stémes ont discernables, et on dvise par N! dans le c&
contraire (alors il n'y a pas rédlement indépendance mais la mrredion se limite a ce
fadeur). Ce serale ca fréquent des s/stemes formés de N particules indépendantes. En
fait, onconsidére que dhaaune se mwupe al thermostat pour son gropre cwmpte. On vait
tout de suite, et le cdcul le montre, quune telle fadorisation Hintervient pas en

microcanornique ca la somme des énergies éant fixég les particules ne peuvent étre
indépendantes.

Il . Ensemble de N systémes identigues indépendants a deux niveaux

[I.1. Systeme a deux niveaux

Les deux niveaux d'énergie posshles ot €1 et €5, de dégénérescence gp et Qo
respedivement. Il vient immédiatement:



£1016 P% +, goe P2

zZ= gle_le + gze_BEZ u
VA

[I.2. Niveaux non dégénérés

Les résultats sont particulierement simples s g1 = go. Clest le ca& des niveaux non
dégénérés g = go =1. On peut toujours e ramener ag; =- et o = +¢. Alors:

z=2chBe fz—%LogZCrBs u=-¢ethpe

Il . Gaz parfait polyatomique

lll .1. Relations générales et trandlation

On a un ensemble de N moléaules indiscernables, dort les degrés de liberté de
tranglation, rotation et vibration sont indépendamment coup és au thermostat. Soit:

_0l N ON _N
Z= NI ZtransIDZrot Zyip

Le cdcul de la contribution trandationrelle est fait en maitrise. Pour un gaz parfait,
I'énergie est purement cinétique d la distribution canorique nous indique pour la partie
trandationrelle une probabilité des énergies qui n'est autre que la distribution e
Maxwell Boltzmann des vitesses. Le cdcul complet conduit &

_ 'V [2rm 2
Ztransl = F T g

3B

Vv 3/2
= FB [2Tl'm kT]

ou hest la mnstante de Planck, dort la présencerésulte du principe dincertitude.
[ll .2. Vibration et rotation

On avu plus haut lalimite dassque dans les deux cas.
Pour la rotation, uet par degré de liberté tend vers kT / 2 et Cyot Versk / 2 en

limite dassdque. Le cdcul tenant compte de la nature discréte des niveaux fait appel a
des notions de mécanique quantique qui seront vues en maitrise.



En revanche, le cdcul complet pour la vibration demande seulement d'admettre
que dhague degreé de liberté de vibration est un cscill ateur harmonique, dort les niveaux
d'énergie sont non dégénérés, équidistants, donrés par:

1
En = 51+§Ehv
avecn entier > 0. Soit:
S 2 oo = hv /2
Vb Bhv VD™ th [hv /2]

Shﬁa

A température nulle, wip tend vers (hv / 2) et C,, tend vers 0. A haute température, Wip
tend vers kT et Cyjp vers k, comme le prévoit lalimite dassque.

V. Dip6le permanent dans un champ éedrique etérieur

ou moment magnétique dans un champ magnétique extérieur.
[V.1. Commentaire général

L'intérét de cegenre de cdcul est de faire gparaitre dairement la compétition
entre un terme éergetique, ici I'énergie potentielle Ep du dpde p dans le damp

extérieur E, qu tend a ordonrer le systéme en dminuant son énergie, et I'énergie
d'agitation thermique KT, qu tend a distribuer les orientations de fagon isotrope, dorc a
augmenter |'entropie.

Ladistribution canorique conddt a une probabilit € des états en exp - [ Ep / KT],

la fonction détat dort le minimum caradérise I'équilibre est F = U - TS, on retrouve
bien laméme physique dans les deux expressons.

V.2.Calcul classque

On suppase E hamogeéne, paraléle al'axe z



\
\
AY
B P
\

Le probléme est de révolution autour de I'axe z, mais il ne faut pas oulier que
I'éément d'intégration angulaire et l'angle solide éémentaire: le probléme n'est pas
plan.

exp+ [ pEcosH|sin6 db dg
dP(©.¢) = 9:11,(02211[ !

Iexp+ [B pPEcosB]sin® db dg
6=0,0=0

@ n'intervient pas. On cdculeralafonction de Langevin:

6=1
Icose exp+ [B pEcosd]sind do
(cosp) = e:g:n = cothppE- B%E
J’ exp+[B pEcosf]sine do
6=0

Les crochets indiquent que la moyenne est prise en présence de champ extérieur
et nonsur une distribution isotrope. Pour le cdcul, commencer par le dénominateur puis
dériver par rappat a3 pou avoir le numérateur.

Limite basse température pE >> kT

C'est leterme énergétique qui domine, < cosd > tend vers 1 et < u > vers pE.
Limite hautetempérature pE << kT

Evidemment la limite donre zéro, mais le terme suivant du développement est
intéressant car la situation pE < KT est physiquement fréquente. On trouve:

PE (p=PE BE

(cos0) =2 = 3 KT

Wl



I'VV.3. Calcul approché pour pE << kT

Ici, le cdcul exad est possble, onse mntente d'en prendre lalimite. Ce n'est pas
toujours le ca et le cdcul approché présente de l'intérét car le résultat sexprime en
fonction de moyennes prises en situationisotrope, que l'on ndera .

On développe I'exporentielle ai premier ordre. 1l vient:

cosB [BpE cosf] dQ
<Cose>pE<<kT = [ J—dQ

dQ =sinB db do J’dQ =4n

Oou encore:

o _ _PE
(cose)pE<<kT~ = co< 0 =37
On rappelle quatrois dimensions:
cof0 = 1 sif8 = 2 cod@ = singp = 1
3 3 2

V. Autres exemples de champs extérieurs

V.1.Champ degravitation

Pour des particules sans interadion, par exemple les moléaules d'un gaz parfait:

mgz
= = 0 —_— —
n(z) =n(z=0) exp T
Plus genéralement, pou une éergie potentielle Ep
0 exo EP
n(z) =n(z=0) exp T

Si I'onrevient au paentiel chimique du gaz parfait, on vat que W(z) + Ep(z) = cste
V.2.Centrifugeuse

C'est le méme probleme, avec deux précaitions. Ne pas ouldier la pousge
d'‘Archiméde et introdure la mass dfedive. D'autre part faire les raisonnements dans

1C



le référentiel tournant en suppaant que le systéme aatteint un régime stationraire! Au
passge, ce probléme donre l'occasion de généraliser I'expresson ce la pous®e
dArchiméde a une stuation ou le dhamp extérieur est différent du champ de
gravitation.

11
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COURSX. lons et dedrolytes

|. Solvatation desions

I.1. Rappels

Un dpdle permanent p placédans un environrement a température T et soumis
aunchamp E prend ure orientation moyenne caadériséepar I'angle 6 (p, E), avec

pE kT
cosH) = cot -—
< ) KT pE

[.2. Application: champ d'un ion dansun éledrolyte

Un ion créeun champ, qu va orienter d'éventuels dipdles. C'est ce qui se pase
dans un éledrolyte, oules dipdles de I'eau sont soumis au champ des ions. Le résultat
est quune muche de dipdles Saswocie al'ion (E est maximum au contad), et soriente
radialement dans le champ de ceui-ci. En solution aqueuse, lesions sont dornc solvatés,
ils ont un dametre supérieur au dametre de I'ion nu,ce qui a des conséquences sir la
stabilit € des éedrolytes, et sur de nombreux procesaus physico-chimiques.

2R
B mm g
Na* R=0,95A, Rg=3,6A
cr R=18A, Rg=33A
- e
2Rg

Ainsi, les éledrolytes sont dynamiquement stables lorsgue la valeur maximum
de l'interadion entre ions de signe @ntraire est inférieure akT. La présence de la

couche de dipdles augmente la distance minimale d'approche des charges. Ne pas
oubier également que dans|'eau & = 80 en statique !



Il . Théorie de Debye-Hiickel

Il.1.Leprobléme

On considére un édedrolyte. On appellera "ion" dans la suite I'entité wnstituée
de la dharge d des dipdles asociés. Si un ohjet neutre mais susceptible de sioniser est
introdut dans I'dedrolyte, les ions vont se distribuer autour de I'objet et éaanter le
champ éledrique produit.

L'objet le plus smple et le plan infini initialement neutre, libérant dans la
solution des ions de dharge +q et se chargeant dorc négativement en surface Pour
simplifier encore le probléme, on suppcse que I'éledrolyte cntenait initialement des
ions de méme charge +q, et des ions négatifs de méme valence, dorc de charge -q.

Au départ I'éledrolyte est neutre, avec une wncentration n,, dions (nombre par
unité de volume), laméme pour les deux types d'ions afin gque la neutralit é soit asaurée

II.2. Equation de Poisson Boltzmann
Physiquement, il y a un excés dions positifs et un d&faut d'ions négatifs pres de
la plague, les concentrations des deux ions tendant vers la valeur non perturbéeloin de

cdle-ci. On ndex ladistance alaplaque, et on prend laréférencede potentiel al'infini:

Equation ce Poisn:

2
P .. d<v
AV =-= avecici =qg(n, -n_) & AV=——=
€ P q( * ) dx?

Fadeur de Boltzmann:

0 qvVQ 0 avVeC

— = - 4 —

N =N &P 1T 0 -~ &P 7T

Equation de Poisson-Boltzmann:

T N d2v
S avecicl AV = —=
EE dx?2

13



II.3. Théorie de Debye-Hlckel

Lorsgue I'énergie éedrique gV est faible devant kT, on peut développer les
exporentielles au premier ordre. L'équation de Poisson-Boltzmann dcevient:

_2¢°n,

2
V =KV
ekT

AV
Cequi, pou un probléme aune dimension, donm (toujours alaméme gproximation):

V =Vgexp[-kx]  ny =ng g—qk—\{l_o exp[—Kx]g N_ =N, §+qk—\_/|_0exp[—KX]E

Le potentiel Vg sur laplaque est négatif. Il est lié ala charge de surface

dv
o Ipx 2w ek Vy
0

x=0

Faire l'analogie avecle dhamp dun condensateur (pas d'un dan chargé !!). k1 est la
longueur de Debye ( ordre de grandeur pour des ions monowalents, 1M: 3,3R )

Il .4. Théorie de Debye-Huckel, particules phériques

Cette fois, il faut éaire le Lapladen en coordonrées gphériques. On a
immédiatement, pou une sphere de rayon R, qu sionise en prenant la dharge Q:

00

R
V=Vo exp[- k (-R)] Q:Is AV 41v2dr = 4me VR (KR +1)
R

14



COURSXI. L'énergielibre F

La fonction énergie libre est bien adaptée aix situations ol la température est donrée
On traite ici des exemples ou interviennent divers types dénergie potentielle, la
température éant homogene d toujours égale a cé e du thermostat.

|. Presson osmotique

|.1. Observation

S I | - ___ S - |- v h
° I A
\_°_° ] J \_°_ o | J

t=0 t- 1 heure

Les deux compartiments du tube a essis ont séparés par une membrane qui laise
passer le solvant mais nonle soluté. Le liquide monte @té soluté. L'effet est lent, dorc
nonmeécaique.

|.2.Loi de Van t'H off

dF = 0 lors du passage d'une masse démentaire dm de solvant de droite agauche, avec
dF =dU - T dS. La solution est diluée de mass volumique p assmilable a cde du
solvant pur.

dU =dEp=(dm) gh=dV1pgh, ouV; est le volume agauche

dS = N k d(LogVi), ou N est le nombre de moléalles du soluté (plus
généralement, le nombre d'objets dans la solution).
La différence de presson p g h entre les deux compartiments est appelée presson
osmotique . On a

NkT

M= h=——
P9 Vi

15



expresson formellement identique a cdle de lapresson dun gaz parfait.

[.3.Ordresdegrandeur

Pour une solution namale (1 mole par litre) a0°C, N = 22,4atm !!
Solutions isotoniques pou I'éude des cdlules (ainsi pou le globue rouge dans I'eau
pure, 1 = 8 am, leglobue gonfle @ édate), M =M1 -M>

Attention, ce qui compte, cest le nombre dobjets. 1 mole de NaCl dans l'eau
corresponda 2Ng ions! Applicaion: mesure du degré de disociation des protéines.

Il . Energielibre de surface

I1.1.Observation

En |'absence de gravité, les liquides forment des gpheres (whisky du capitaine Haddock
ou fluides non miscibles de méme densité). C'est la forme qui minimise la surfacepour
un vdume donre.

Il existe une énergie spédfique aciée ala présence d'un interface ca les
forces n'y sont pas compensées. Elle se manifeste lorsque les surfaces jouent un réle
significatif par rappat aux volumes, dorc pour des milieux dispersés (ou, bden sOr, s
I'on supprime la force de volume quest la gravité). Elle est propationrelle al'aire de
I'interface Le wefficient de propartionrelité est appelétensioninterfadale @ notéy.

[I.2. Fonctions thermodynamiques

Systeme comportant uninterfacedaire A:

Phase 1

Phase 2

En jouant sur la paosition ks trois pistons, on peut changer indépendamment
I'aire A de l'interface ¢ le volume total V du systeme. A I'équilibre, la presson P et la
température T sont les mémes dans les deux phases. S est I'entropie totale du sytéme.
On peut éaire:

16
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dF =-SdT-PdVv+ydA dG =- SdT +V dP+y dA

_DoFp  _ OGO
YT AD, T DAD,

Toutes choses égales par aill eurs, le systeme cherche aminimiser son interface
et exerce dorc sur chaque paroi une force, perpendiculaire alaligne de mntad, située
dansleplan del'interface dort lavaleur est y par unité de longueur de ligne.

df =yndl

Uneill ustration connte est le film de savon.
II.3. Angle de mntact

Au contad entre trois phases, dort trois interfaces, chaaun deux "tire" sur laligne de
contad, perpendiculairement a cdl e-ci, avecune force situéedans le plan de l'interface
et propationrelle alatension ce surface orrespondante. Une situation simple est cdle
ou unliquide et au contad d'un solide en présence dun gaz (ou dune aitre phase
fluide immiscible). L'équili bre Sexprime par larelation dY oung:

Ysg=YsL* YLg COSD




S Ysg2VYsLt Yig ,lagoute séale compléetement et 6 = 0. Le point important est
que I'angle de mntad est déterminé par les valeurs des tensions de surface et dorc par
la nature des phases en présence On peut le mnsidérer comme une @ndtion aux
limites que doivent satisfaire les interfaces.

Il .4. FormuledeLaplace

Lapresson est diff érente de part et d'autre d'uninterface ourbe. Pour une sphére:

)

Pi—-P, = Z_g Plus généradement, pou un interfacede @urbure C, la différence de

presson entre les deux cotés est yC. La presson est plus grande du cété concave.
[I.5.Loi deJurin

Montée caill aire dans untube fin verticd de rayonr. Soit 0 I'angle de mntad:

N
H
H:2ycose
par

Illustration: montéede |a séve dans les arbres, imbibiti on des roches, etc...

18



COURSXII . Potentielsthermodynamiques

|. Rappels
|.1.Systémeisolé

Pour traiter I'équili bre d I'évolution sportanée d'un systeme isolé, la fonction a
utili ser est I'entropie de @nfiguration Sg(x), qu se mnfond avec I'entropie du systeme

pou la configuration la plus probable. Cette anfiguration caradérise I'équili bre, et
permet de prévoir le résultat de lamesure de lavariable interne mnsidérée

[.2. Systémelié a un thermostat

Systéme isolé Zo

Thermostat, T = T

Pour le systeme X, I'évolution sportanée orrespond a la déaoissance de la
fonction U-ToS. A I'équili bre, cette fonction sidentifie al'énergie libre F. La mndtion

d'équili bre est laminimisation de F(x).

Il . Lafonction enthalpielibre

II.1. Systemelié a un thermostat et un piston

A l'intérieur du systéme isolé, on dfinit d'abord un sous-systeme lié aun
thermostat, pus a l'intérieur de ce élément le systéme Z, lié aun réservoir de volume
qui lui impose de plus une presson Py. Ced seffedue par exemple par I'intermédiaire
d'un gston mobhile.

Pour le sous-systeme, I'évolution spontanée orrespond a la déaoissance de la
fonction U-ToS. A I'équili bre, cette fonction sidentifie al'énergie libre F. La mndtion

d'équili bre est laminimisation de F(x).
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Systeme isolé

Thermostat, T = T

Piston, P = P

Pour le systeme Z, I'évolution sportanée @rrespond a la déaoissance de la
fonction U - TgS + PgV. A I'équili bre, cette fonction sidentifie al'enthalpie libre G. La
condtion déquili bre est laminimisation de G(x).

II.2. Relationsthermodynamiques
Onadorc: G=F + PV, et par suite: dG = - SAT + VdP + pdN
G est une fonction des deux variables intensives T et P et de la variable extensive N.
Comme G est extensif, il en résulte que:

G=w(T, PN

ce que I'on pouait daill eurs obtenir de fagon équivalente en raisonnant sur U, qu est
fonction destrois variables extensives S, V et N, et qui doit dorc séaire:

U=TS-PV +puN
II.3. Relation de Gibbs Duhem
La compatibilit € des expressons diff érentiell es et intégrales séait:
SdT-VdP+Ndu=0

on peut I'obtenir & partir de G ou dce U, bien sir. Cette relation est valable pou une
phase homogeéne.
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Il . Potentiel chimique

Il .1. Généralités

Le potentiel chimique caadérise I'équili bre de mncentration oula distribution
des moléaules entre phases a T et P donrées. C'est le ca des changements de phase d'un
corps pur.

Exemple: on considere deux phases, | et Il, dun corps pur. Le patentiel
chimique est (T, P) danslaphasel et (T, P) danslaphase ll. On nae N; le nombre
demoléaulesdanslaphasel. Ona: G =N; W (T, P) + (N - Ny) u (T, P)

Si (T, P) < (T, P),Ni =N

Si (T, P)> (T, P), Ny =0

S (T, P)=w (T, P), il ya oexistence de phase, et I'égalité précalente est
I'équation ce la courbe de mexistence

[l .2. Potentiel chimique du gaz parfait

On rappelle que
MU (T,P)=uo(T,P=1am) + KT Log P(atm)
ou, dus généralement:
(T, P) = Ho (T, P=Pref) + KT Log [P/ Pref]
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COURSXIII . Potentiel chimique généralisé: éledrochimie

|. Potentiel chimique générali sé

I.1. Rappels

On a vu que la distribution des particules ou moléaules dans un systeme
inhomogéne peut étre obtenue en éaivant que le potentiel chimique généralisé est une
constante:

U (2) +ep(2) = cst.

D'autre part, par analogie avecle gaz parfait, le potentiel chimique de solutions
idédes (sans interadion entre moléaules du soluté) sera écit sous laforme:

M (T, c) =Ho(T,c=Ge) + KT Log[C/ Cref]
oula mncentration de référence est habituellement 1 mole par litre.
|.2. Effet de suspension

On considére des particules de masse m (corrigéede la poussed'Archiméde) et
de dharge +q, dspersées dans un solvant, la neutralité éant assurée par des ions de
masse négligeale d@ de dharge -g. La neutralité locde impose que la oncentration c(z)
des particules & I'dltitude z soit égale a céie desions. Soit z I'altitude mmptée apartir
du besdurédpient:

Pour les particules Up (2) + mgz +qV(z) estindépendant dez
KT Logc(z) + mgz +qV(z) estindépendant de z

Pour lesions Ui (2 -9gV(z2) estindépendant dez
KT Logc(z) - qV(z)  estindépendant de z

En combinant les diverses éguations, on dotient la ddp entre le haut et le bas du
rédpient, et laloi de distribution desions et particules (noter le fadeur 21):

mgh et c¢(z)=c(0)exp- gz

V-V =--, kT



Il . Membr anes passves

I1.1.Loi deNernst

On considére un rédpient séparé en deux par une membrane. Cele-ci est

perméale au solvant et a cetains ions. Si union peut passer, son pdentiel chimique
généralise dait étre le méme a l'équilibre dans les deux compartiments. Soit V4 le

potentiel éledrique dans le compartiment 1, Vo le paentiedl éedrique dans le
compartiment 2, c; et cp les concentrations correspondantes de I'ion considéré, q sa

charge.

Il vient:

Vo-vi=8 Log &L
q C2

Si un seul type dion peut passr, comme la neutraité dedrique doit étre
respedée dans chaque compartiment, les concentrations ioniques ne peuvent changer.
La ddp sétablit par passage d'une petite quantité d'ions qui restent locdisés pres de la
membrane, acompagnés de l'autre dté par leurs contre-ions. Ced crée une doule
couche éuivalente aun condensateur. Le nombre d'ions concernés est trop faible pour
que les concentrations en vdume soient modifiées.

Sur lafigure onasuppsé par exemplegq>0e€et ¢c1 < ¢
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Si deux types dions de méme charge peuvent passer, cdui qui créela barriére la plus
haute impose la ddp. La barriére devient infranchissable pour I'autre ion, pou lequel la
loi de Nernst ne sSapplique pas. Il n'y adonc pas de paradoxe.

II.2. Equili bre de Donnan

Si des ions de signe oppae peuvent traverser la membrane, la @ncentration
dans les compartiments peut changer. On éqit aors la relation de Nernst pour chaque
ion susceptible de traverser (avec la méme remarque au sujet de paradoxes apparents).
Attention si les deux compartiments ont des volumes diff érents, car lavariable de laloi
de Nernst est la cncentration desions, et laquantité cnservée et leur nombre.

Dans le ca particulier oli passent deux types dions A% et B- de méme valence,
on olient al'équili bre:

ClIAT C1B" = CA™ CoB”
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COURS XIV. Réactions chimiques en phase gazeuse

C'est une autre ill ustration e I'utili sation du pdentiel chimique. On considére le
cas le plus sSmple: phase gazeuse donc homogene al'équili bre, gaz parfaits.

|. Réaction chimique

|.1. Ecriture

- réactiondirecte

aA +pB _ yC +0D — réactioninverse

" o moléaules de A se mmbinent a3 moléaules de B pou donrer y moléaulesde C et &
moléaulesdeD "

[.2.Enthalpielibre
G =paNa + ugNp + ucNc + upNp
aveg pou chague gaz:
HA= Hoa + KT LogPoa

[.3.Relationsal équilibre

Avancement éémentaire de laréadion:

dNa = - adN dNg = - BdN dNG = +ydN dNp = + 5dN
O] PR PE C
dG = dNrapoa —BHos *+YMoc +O1op ~ KT Log—r—5r
0 PcPoC

Pour une mole, onéait:

0 PR p[é[
AG =Ng TaHoa ~BHos + WMoc *+SHop — KT Log——=r
0 PcPoC




26

On définit AGq , enthalpie libre standard de laréadion

AGq = Ng [~appa = BHos + YHoc + SHop ]

o op
AG = AGy - RT Log-A B
PR

A I'équili bre, AG=0, dort

Kp est détermine par |es potentiels sandards et ne dépend qle de latempérature.

|.4.Loi devan t'Hoff

R . 0 0G[ H

Pour ungaz pur aP donré — =4 ==

P oTlrty 72

On peut utili ser cette formule pour chaque gaz dans AGg ouils ont tous prisa 1 atm.
Cequi condut &

_d 4Gy _, AHg
dT RT RT?

d
— Log K, =
gt 9%

AHo est I'enthalpie standard de la réadion, c'est la "quantité de dhaleur Qp a presson

constante” qui apparait dans le bilan chimique de laréadion éaite pou 1 mole (dN =1
mole).



Il . Evolution spontanée

II.1.Horséquilibre

On nde avecdes' les pressons dans le ca général

p% PE r
AG=AGy —-RT Logﬁ =RT Log —
PcPb Kp
avec
V o Y 50
K = PcPo r=PcPo
TR
II.2. Déplacement spontané
r
AG =RT Log —
Kp
T , , .
Si ra > 1, ledéplacanent sportané est selonlaréadioninverse (verslagauche)
p
T , . L .
Si P < 1, ledéplacaement spontané est selonlaréadion drede (versladroite)
p
Il .3.Loisde Le Chételier: lois de modération
Presson:

A T donrg, dorc Kp donré, oncomprime le systeme initi alement a I'équili bre.
Toutes les pressons nt multipliéespar k> 1.On &

=Ky kP

. L : . : r

Si la réadion direde se fait avec aigmentation du nonbre de moles, — > 1, et le
p

déplacement est vers lagauche, cequi modere |'eff et.
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Température

Etat 1, température T1, Kp est égal aKpy.
On chauffele systéme aT, > Ty, aorsKp devient Kpp.

Le systeme éant en equilibre aTy, ne I'est plus a T2, mais on conreit I qu est Kpg.
Suppasons Kpz > Kpp. Le déplacement se fait vers la gauche. Comme Kp déaoit quant
T augmente, Qp < 0, dore laréadion est exothermique (Cest le systeme qui donre de

I'énergi€). La encore, il sagit d'un effet de modeération.
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COURS XV. Equili bres, stabilité

|. Stabili té des équili bres

|.1. Formulation générale

Soit @ (X, y) le patentiel thermodynamique alapté au probléme cnsidéré, dépendant
des variables x et y. Les condtions d'équili bre sont:

oo _,  HPH _

Dox I, Doy O,
Soient x; et y1 les valeurs correspondantes des variables. L'équilibre est instable s

® est maximum, métastable pour un minimum relatif et stable pouwr un minimum
absolu. Si on ddveloppe al'ordre suivant en 0x =X - X1 et dy =y - y, il vient:

24
8% = ?9 (5x)% + Zg—aq; Sxdy + (6y)

On nae
o 200 _ o %
XX aXZ Xy axay yy ayz

Pour que laforme quadratique soit définie positive, il faut:

Dy Pyy — (CDXy)2 >0 (pasderacing
Dy >0 et ®y >0 (conditionséquivalentes



|.2. Exemple

Systeme isolé

Thermostat, T = T

Piston, P = P

Probabilit € de la configuration (X, y):

Q(x,y) _ Q(x1.y1) _Q(xy)
Q Q QXY

[Bo(X,Y) =So(x1,¥1)C
O k C

p(x,y) = = p(Xq, Y1) €xp

So étant I'entropie du systeme total. Le potentiel thermodynamique est:
®=U-ToS+ PgV
Onnote AS) = S (XY) - SHX1,Y1) Il vient:

ASy = AS + ASi AUg=0=AU + AU, + AUpigon
0 =AU + TpAS + PoAV

et finalement
AD
AS) =——
S To
P(X,y) = p(X1,Y1) exp S AP -
’ bl H kToE

|.3. Relations diverses

On retrouve bien les condtions déquilibre P = Py, et T = To. On trouve auss que les

parties d'isotherme a pente positive sont instables. La figure qui suit représente un
isotherme d'un corps pur présentant une transition liquide-gaz. La curbe en train plein
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est cdculée apartir des potentiels dinteradion entre moléaules. Le paintill é représente
le palier de wexistenceliquide-gaz.

PA

B

Laportion BC dela murbe est instable. Les parties AB et CD sont métastables.
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COURS XVI. Introduction aux changements de phase

|. Regle des phases

|.1.Variancev

Nombre de variables intensives que I'on peut changer sans modifier la nature du
systéme. (ex: T, P, concentrations, mais pas le volume des phases!)

|.2. Regle des phases

La variance v est égale au nanbre de variables moins le nombre de relations qui les
lient. On considére un systeme a ¢ onstituants (1, 2, ..i, ...,c). On appelle ® le nombre
dephases (a, 3, ....P).
Lesvariables nt:

- lapresson

- latempérature

- les variables de compaosition de dhaque phase, par exemple, pou laphaseq, la
concentration relative en nanbre de moléaules de chague mnstituant:

Ni o ¢
Xia:_‘_ avec NG:ZNia
) Na ._1 )
dornc o + 2 variables
Lesrelations sont:
C
- dans chague phase Y xig=1 O ®relations
5
- pou chaque onstituant  Hjq = Hig = Hi 0 0 @ -1relations,

soit au total ¢(P - 1) relations.

dorc, @ + (@ - 1) relations, et par suite:

v=Cc+2-O



Il . Diagramme de phases d'un cor ps pur

[I.1. Allure générale

c=1,dorcv=3-® [ ® =1, 2ariables, Pet T
@ =2, P(T) est la murbe de mexistence
[ @ =3, Point triple T

O

-——- -

" A

Fluide
C
Solide
Liquide
Gaz
T T
-

On appelle presson e vapeur saturante, naée dans la suite P, cdle de la
phase vapeur a mexistence avecleliquide. Elle ne dépend qede T.

Le diagramme peut étre plus complexe, par exemple dté solide s plusieurs
variétés al otropiques ont présentes. Noter la continuité de la phase fluide ca la murbe
de mexistence liquide-gaz sinterrompt au pant critique C. Dans le c& de l'eay, la
pente de la murbe de solidificaion est positive (et la curbe de solidificaion tres
complexe, cequi n'est pas représenteici).

En ce qui concerne prédsément le diagramme de I'eau, ben naer que cest le
diagramme d'un corps pur! Quand onfait bouilli r de I'eau dans une caserole, elle bou
a 100C parce quau-desaus de la surface libre la phase gazeuse est |ocdement
constituéede vapeur d'eau pue al atm, la propation en vapeur d'eau dminuant au fur
et & mesure quon séloigne de la surface tandis que cdle de I'air augmente. Il y a
équilibre locd prés de la surface libre. La presson est la méme partout, mais
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température @ concentration en vapeur deau ne sont pas homogenes. Il n'y a pas
équili bre global, I'eau sévapore.

Plus généralement, pou une température donrée de I'atmosphére, on conreit la
valeur de la presson ce vapeur saturante Pg pou lavapeur d'eau. La presson partielle

de vapeur d'eau dans I'atmosphére est inférieure ou égale aPg;. On appelle leur rappat
humiditérelative RH, avecRH < 1.

RH = 1 corresponda la saturation, I'eau se @ndense sur les parois. Noter, dune
part guaux températures ambiantes usuelles, Pg << 1 atm, dautre part que la encore,

cesont les condtions locaes qui comptent (paroi froide).

P A
218 atm
C 647K
latmp-------- iy ;
" 1 0,006 atm ;
. 273,16K . T
: : .
0 : i
273,15K 373,15K

Il1.2. Gouttes et bulles

Les diagrammes ci-desus ont ceux de phases thermodynamiques, hamogenes a
I'échell e maaoscopique. IIs corresponcent a des états d'équili bre stable.

Le systéme peut parfois avoir des difficultés a dteindre ces éats. Aing,
lorsquune nouwelle phase se forme, elle le fait a partir de petits domaines qui ne sont
pas maaoscopiques, et donc pou des valeurs des paramétres diff érentes des valeurs
donrées par le diagramme.

Ced est illustré par I'exemple suivant. La température est donrée Py est la
presson ce vapeur saturante donréepar le diagramme, 1 est la phase liquide, 0 la phase
vapeur.
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Courbe de mexistence:
H (Psat) = Hy (Psao

Goutte liquide de rayon R. On utlise Gibbs Duhem en ndant w le volume par
moléaule, qu dansunliquide est indépendant de P et égal au vdume d'une moléaule.

2
Hi (Pl) =H (Fic,ao*' (Pl - Fic,aow =l (Psat) + (PO - I:)saow +Ey W

Phase vapeur:

UV(PO) = Uv(Psao"' KT LOQP&

Sat

On nae que

(Py — Psgm<< kT Logfo—
Psat

*Condtion déqguili bre, c'est laloi de Kelvin:

KT Logi = 2y w
Psat R

On vait que Py >Pg.

* Stabilit € de ce équili bre: on sedonrelerayonr delagoutte & lapresson Po.

= d_1icC

r>rR [ M < Hy [ le rayon ce la goutte augmente
r<rR 0O M| > My O lerayon ce lagoutte diminue
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L'équili bre est instable pour la goutte. C'est |e principe de la chambre de Wil son.
Pour le systeme, I'état gazeux est métastable au-desaus de Pgy. Il persistera tant quiil

n'existe pas de gouttes de rayon supérieur a la valeur donrée par I'équation ce Kelvin
(partie DC de l'isotherme ci-desous). Le ca gymétrique et cdui de la chambre a

bulles (partie AB de I'isotherme).
Noter que dans un capillaire la cndensation a lieu avant Psy s le liquide

mouill e les parois (condensation cgpill aire)

PA




COURS XVII . Changements de phase d'un cor ps pur

|. Rappels et relations générales

|.1. Potentielsd'i nteraction

Dans les cas smples, des potentiels dinteradion intermoléaulaires a 2 paramétres ont
suffisants pour les phases fluides:

£, A

d r

»
ﬁ_

IIs prennent en compte les interadions de @eur dur a @urte portée & les
interadions dipoaires de type van der Wads a longue portée Ils condusent a des
équations d'état a deux parameétres, dorc satisfaisant laloi des états correspondants. Un
exemple est I'éguation de van der Wads. Pour une mole:

0,,.am
d”FD(V_b): RT

I.2. Relation de Clapeyron

On sintéresse ala pente des courbes de mexistence Les phases front appelées
1et2,lepassge sefaisant de 1 42 commeindiqué par lesflédes, c'est adire versun
état d'entropie supérieure. On considére deux points sur la curbe de mexistence, A (P,
T) et B (P+dP, T+dT) et on éqit I'égadlit € des potentiels chimiques.

H1(A) = H2(A)H
0O

Ha(B) = Ha(B) H

P_S-5__ L
dT Vo-Vi1 T(V2—Vq)

SetV étant pris pou laméme quantité de moléaules, une mole par exemple.
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L est la dhaeur latente associée alatransition, elle est positive. On vait quesi la
pente des courbes de mexistence et paositive, Vo > V1. C'est toujours le ca des courbes

ou 2est lavapeur. En cequi concerne la transition soli de-li quide, uncontre-exemple est
I'eau: la glace &t plus Iégere que I'eau, dort Vo < V4. La pente de la murbe de

coexistence est négative, cequel'on sait bien ill ustrer (laglace ompriméefond).

! P A
" A

i Liquide
Solide q T

Gaz

Il . Equili bre liquide-vapeur

II.1. Formule de Dupré

On neglige V| devant Vg et ontraite lavapeur comme un gaz parfait. Il vient:

T2 dLogP

L=R
dT

ce qui permet de déterminer |'éguation ¢k la murbe de mexistence pour une variation
donréede L. Par exemple, pou L = a- bT, on oltient I'équation de Dupré:

b
LogP = - 2 ——LogT +Cst
RT R

On trouve a ¢ b dans les tables, et un pant particulier sur la wurbe détermine la
constante.
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II.2.LacourbeF(V) et la double tangente

PA

B

La paosition du @ier paintill € qui correspond a la transition liquide-vapeur est
donrée par la @nstruction de Maxwell: |es aires délimitées par ce palier sont égales.
Cela morresponda l'égalit é des potentiels chimiques (ou enthalpieslibres) en A et D.

D D
G(D) ~G(A) =0= [VdP = [PV]R - [Pdv
A A

les intégrales étant prises le long de la curbe a ABCDw, cdculée apartir du pdentiel
dinteradion entre moléaules. Bien nder que cdte curbe représente de vras états
d'équili bre du systeme, méme sils ne sont pas gables.

. 0oF O
A partir de cdte courbe, on peut trace F(V), en remarquant que P = - —

Cov O
On nae Gg la valeur commune G(A) = G(D) et Pg = P(A) = P(D) la presson
correspondante. La droite Gg - PgV est tangente ala wmurbe aux points A et D. La

courbe F(V) a des paints dinflexion en B et C et éventuellement des tangentes
horizontalesen M et N, st P Sannue (cequi peut arriver).
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La courbe est en -LogV pou V grand, pas d'asymptote !

Il . Point critique

Il .1. Caractérisation

C'est lasituation limite ou les points ABCD coincident, dorc un pant particuli er
sur un isotherme particulier. L'isotherme aitique sépare le plan (P, V) en deux
domaines. Au-desaus, lesisothermes ont monaones. Au-dessous, il sont deux extrema.
La situation limite au pdnt critique @rrespond a un pant dinflexion a tangente
horizontale.

A2
2P0 Digﬁzo T=T, P=P,
Cov O BV~

Ces deux condtions permettent au passsge d'guster les paramétres des
équations d'état a 2 paramétres et d'utili ser la loi des états correspondants. Dans le ca&
del'équation ce van der Wads, on ottient:

a 8a

V. =3b P.= —— =
¢ € o7 ¢ 2mR

40



En introdusant les variables réduitesV, =V / V¢, etc...,|'équation devient:

0 3
EPr+V—r2§(3Vr—l)—8Tr =0

[l .2. Comportements gpédfiques

Les fluctuations de densité divergent au pdnt critique, ainsi que Cp,.

_1mvQo _1VQ

T=-— 5—

vOpo, TV TS

2

P _ P P
En revanche, PO n'est pas pathologique, de méme que dF et % le long de la

CoTl, dT

courbe de mexistence

[Il .3. Approche du point critique

L sannue essentiellement comme pj-py, dorc avecune tangente verticae.
Les courbes ont obtenues le long de la curbe de mexistence

AP

On adorc deux phases présentes.
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On peut suivre d'autres chemins, comme céui représenté d desous. Cette fois, il n'y a

guune seule phase, sauf au pant de cexistence Noter que les densités ne sont pas les
mémes que dans la curbe d-desaus, sauf alatempérature To:

AP ok o

.\ T~

\[

v—|




