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THEORIE D’ECHANTILLONNAGE

I. Role de I’échantillonnage

Lorsqu’on souhaite collecter les informations sur une population, deux possibilités s’offrent :
La premiére solution consiste a observer ou interroger tous les éléments de la population,
c’est ce qu’on appelle une enquéte complete ou enquéte exhaustive ou recensement. La
seconde solution consiste a observer ou interroger une partie de la population, c’est ce qu’on
appelle enquéte partielle ou sondage. Les éléments de la population qui sont réellement
observes constituent I’échantillon et I’opération qui consiste & choisir ces éléments est appelée
échantillonnage.

L’alternative décrite ci-dessus se présente dans beaucoup de situations et le recours a la
deuxiéme solution c’est a dire I’enquéte partielle et la pratique la plus courante.

Par rapport a I’enquéte complete, I’enquéte partielle offre une série d’avantages. Le co(t
global de I’enquéte partielle est en général plus réduit que le colt global d’une enquéte
compléte. L’enquéte par sondage est plus rapide que I’enquéte complete, surtout lorsque la
caractéristique étudiée présente des modifications assez importantes au cours du temps. Les
erreurs d’observations sont plus réduites que dans I’enquéte exhaustive. En fin dans certaines
situations particulieres, I’enquéte partielle est la seule solution possible, c’est le cas lorsque
I’observation présente un caractére destructif.

1. VOCABULAIRE

Enquéte : ensemble des opérations de collecte et de traitement de données relatives a
quelques domaines que ce soit.

Population : rassemblement de tous les cas qui répondent a un ensemble de caractéres
specifiques. Appelée aussi univers ou ensemble statistique, c’est I’ensemble des éléments
auxquels on s’intéresse.

Unité de base: unité d’échantillonnage ou unité de sondage, c’est I’élément pris en
considération dans I’enquéte.

Recensement : Enquéte complete ou enquéte exhaustive, c’est une enquéte au cours de
laquelle toutes les unités de base de la population sont observeées.

Sondage : Enquéte incomplete, enquéte partielle ou enquéte par échantillonnage,
c’est une enquéte au cours de laquelle seulement une partie des unités de base de la
population sont observée.
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Echantillon : ensemble des unités de base sélectionnées et réellement observées au cours
d’un sondage.

Echantillonnage : ensemble des opérations qui permettent de sélectionner de facon organisée
les éléments de I’échantillon.

Base de sondage : énumération ou présentation ordonnée de toutes les unités de base
constituant la population.

Erreur d’échantillonnage : écart entre les résultats obtenus auprés d’un échantillon et ce que
nous apprendrait un recensement comparable de la population. Plus la taille de I’échantillon
est grande plus I’erreur d’échantillonnage diminue.

Fraction ou taux de sondage : proportion des unités de la population qui font partie de
I’échantillon. C’est le rapport entre la taille de I’échantillon n, et la taille de la population N.

f =" %100
N

[11. METHODES D’ECHANTILLONNAGE

Pour que les résultats d’une enquéte par sondage puissent étre extrapolés a I’ensemble de la
population faisant I’objet de I’étude, il est indispensable que cette enquéte soit conduite selon
des regles bien définies et que les calculs conduisant a ces extrapolations soient conformes a
la procédure d’échantillonnage utilisée.

L’échantillon choisi doit étre le plus représentatif possible de la population étudiée, c’est a
dire le degré de correspondance entre I'information recueillie et ce que nous apprendrait un
recensement comparable de la population dépend en grande partie de la facon dont
I’échantillon a été choisi.

La théorie moderne de I’échantillonnage nous propose une distinction fondamentale entre

échantillons basés sur la probabilité : échantillons probabilistes; et échantillons non basés sur
la probabilité : échantillons non probabilistes ou empiriques.

3.1. METHODES D’ECHANTILLONNAGE PROBABILISTES

3.1.1. Echantillonnage aléatoire et simple

Un échantillonnage est aléatoire si tous les individus de la population ont la méme chance de
faire partie de I’échantillon; il est simple si les prélevements des individus sont réalisés
indépendamment les uns des autres.

En particulier, si la population est finie, cette définition correspond au tirage aléatoire avec
remise, qui permet de traiter les populations finies comme des populations infinies.
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Pour prélever un échantillon aléatoire et simple il faut :

- Constituer la base de sondage qui correspond a la liste compléte et sans répétition des
éléments de la population ;

- Numéroter ces éléments de 1a N ;

- Procéder, a I’aide d’un générateur de nombres pseudo aléatoires a la sélection des
unités différentes qui constitueront I’échantillon.

3.1.2. Echantillonnage stratifie

L’échantillonnage stratifié est une technique qui consiste a subdiviser une population
hétérogene, d’effectif N, en P sous populations ou « strates » plus homogenes d’effectif Ni de
telle sorte que N= Nij+Na+....... +Np. Un échantillon, d’effectif ni, est par la suite, prélevé
indépendamment au sein de chacune des strates en appliquant un plan d’échantillonnage au
choix de I'utilisateur. Le plus souvent, on procédera par un échantillonnage aléatoire et simple
a I’intérieur de chaque strate.

La stratification peut entrainer des gains de précision appréciables, elle facilite en outre les
opérations de collecte des données et fournit des informations pour différentes parties de la
population.

Pour la répartition de I’effectif total, n, de I’échantillon dans les différentes strates, La
premiére solution, dite proportionnelle, consiste a conserver la méme fraction
d’échantillonnage dans chaque strate. Une seconde solution, dite optimale, tient compte du
budget de I’enquéte.

a) Répartition proportionnelle

La répartition optimale consiste a répartir la taille de I’échantillon n en utilisant la méme
fraction de sondage f dans chacune des strates. Cette solution tient compte d’un seul facteur
qui est le poids de chaque strate.

Désignons par w; le poids de la strate et par f la fraction de sondage constante.
f _n Wi = Ni

N N

le nombre d’unités a choisir dans chacune des strates est donc :

ni = wixn = fxNi

Exemple :

Dans une population de 10000 entreprises, réparties en 500 petites entreprises, 3000
moyennes entreprises et 2000 grandes entreprises, on souhaite avoir un échantillon de 500
entreprises.

Fraction de sondage constante : f =500/ 1000 =0.05 %
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Strate Effectif de la strate | Taille de I’échantillon
Petite 5000 5000 * 0,05 = 250
Moyenne 3000 3000 * 0,05 = 150
Grande 2000 2000 * 0,05 =100
Total 10000 500

b) Répartition optimale

Cette deuxiéme solution consiste a répartir I’effort d’eéchantillonnage de facon inégale dans
les différentes strates. Elle tient compte de quatre facteurs :

Budget total de I’enquéte, G

Poids de la strate, w;

Co(t de la collecte de I’'information dans la strate, c;
Dispersion a I’intérieur de la strate, mesurée par I’écart type oi.

le nombre d’unités a choisir dans chacune des strates est donné par :

ni= k Wi o avec K =—C
Jei > wi i i
Exemple :
Dans la population des 10000 entreprises, on a pu avoir les informations suivantes :
Strate Poids de la strate | Colt de la collecte de Dispersion a I’intérieur
Wi I’information dans la de la strate, mesurée par
strate, ¢; I’écart type o;.
Petite 0,5 50 0,8
Moyenne 0,3 75 1,5
Grande 0,2 100 2,2

le nombre d’entreprises a choisir dans chacune des strates est donneé par :

k

_ G = 5000 = 449,42
Zwi oivci 0,5x0,8x4/50 + 0,3x1,5%+/75 + 0,2x2,2x~/100

0,5x0,8 : :
n = 449,42x —=——— = 26 petites entreprises
) p p

0.3x1,5 .
n = 449,42x === = 24 moyennes entreprises
NG y P

0,2%x2,.2 .
n = 449,42 x —=———=_ =20 grandes entreprises
100 g P
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3.1.3. ECHANTILLONNAGE PAR DEGRES

L’échantillonnage par degrés regroupe toute une série de plans d’échantillonnage caractérisés
par un systeme ramifié et hiérarchisé d’unités.

Dans le cas de deux degrés, par exemple, on considére que la population est constituée d’un
certain nombre d’unités de sondage du premier degré (unités primaires), chacune de ces unités
étant constituée d’un certain nombre d’unités du second degré. (unités secondaires)

On réalise d’abord un échantillonnage d’unités du premier degré. Ensuite, dans chaque unité
sélectionnée au premier degré, on préleve un échantillon d’unités du second degré. Le mode
de sélection pouvant varier d’un degré a I’autre.

L’échantillonnage par degrés s’impose lorsqu’il est impossible d’inventorier les éléments de
toute la population et qu’il est possible d’énumérer les unités prélevées au premier degré. 1l
permet une concentration du travail sur le terrain et donc une réduction des co(ts.

Pour un méme nombre total d’observations, il faut citer sa plus faible efficacité que
I’échantillonnage aléatoire et simple.

Exemple :

Pour étudier le niveau de consommation des ménages d’une ville, on a tiré
aléatoirement 5 quartiers. Dans chaque quartier sélectionné, on retient une rue sur 5,
dans chaque rue retenue, on retient un immeuble sur 3, et dans chaque immeuble, un
ménage par étage sera questionné.

3.1.4. Echantillonnage systématique

L’échantillonnage systématique est une technique qui consiste a prélever des unités
d’échantillonnage situées a intervalles égaux. Le choix du premier individu détermine la
composition de tout I’échantillon.

Si on connait I’effectif total de la population N et qu’on souhaite prélever un échantillon
d’effectif n, I’intervalle entre deux unités successives a sélectionner est donneé par :

=

k=2- (arrondi a I’entier le plus proche)

n

Connaissant k, on choisit le plus souvent, pour débuter, un nombre aléatoire, i, compris entre
1 et k. le rang des unités sélectionnées est alors i, i+2k, i+3K, ...

L’échantillonnage systématique est facile a préparer et, en général facile a exécuter, il réduit
le temps consacré a la localisation des unités sélectionnées.
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Si les éléments de la population se présentent dans un ordre aléatoire (pas de tendance)
I’échantillonnage systématique est équivalent a I’échantillonnage aléatoire et simple. Par
contre si les éléments de la population présentent une tendance, I’échantillonnage
systématique est plus précis que I’échantillonnage aléatoire.

Exemple :

On veut selectionner un echantillon de 30 entreprises au sein d’une population de
1800 entreprises.

_1800_
k=1830-60

Ainsi on va tirer une entreprise toutes les 60 en partant d’un nombre tiré aléatoirement entre 1
et 60.

Supposons ce nombre est le 15. On va donc sélectionner la 15°™ entreprise puis la 75°™ la
135%™ jusqu’a la 1755°™ ce qui nous donnera I’échantillon de 30 entreprises.

3.2. METHODES D’ECHANTILLONNAGE EMPIRIQUES

3.2.1 Echantillonnage accidentel (De convenance)

Il s’agit d’un échantillon constitué d’individus qui se trouvaient accidentellement a I’endroit
et au moment ou I’information a été collectée.

Exemple :

- Enquétés réalisées dans la rue, les lieux publics, en sortie de super marché ...
- Questionnaires figurant dans les magasines et renvoyés spontanément.

Les échantillons accidentels ne peuvent étre considérés représentatifs d’aucune population. Il

est risqué de généraliser a une population donnée des résultats obtenus par un échantillon
accidentel.

3.2.2. Echantillonnage a priori

C’est un échantillonnage par jugement a priori. 1l consiste a sélectionner des individus dont
on pense, avant de les interroger, qu’ils peuvent détenir I’information.

Le risque de ce type d’échantillonnage est de considérer des individus, apparemment
représentatifs de la population étudiée.
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3.2.3. Echantillonnage « Boule de neige »

Cette méthode est réservée aux populations composées d’individus dont I’identification est
difficile ou qui possédent des caractéristiques rares.

La méthode consiste a faire construire I’échantillon par les individus eux-mémes. 1l suffit d’en
identifier un petit nombre initial et de leur demander de faire appel a d’autres individus
possédant les mémes caracteristiques.

3.2.4. Echantillonnage par Quotas.

L’échantillonnage par quotas est I’échantillonnage non probabiliste le plus connu, et
finalement le mieux accepté comme substitut aux méthodes probabilistes dans le cas ou ces
derniéres rencontreraient des contraintes de base de sondage. Mais la représentativité de la
population étudiée reste douteuse.

L’échantillonnage par quotas consiste a étudier la structure de la population selon des critéres
choisis (quotas) empiriquement. L’échantillon est ensuite construit de maniére & constituer
une reproduction en miniature de la population sur ces critéres.

L’échantillonnage par quotas est une forme simplifiée de I’échantillonnage stratifié a fraction
de sondage constante. Les quotas représentent les variables de stratification.

Une fois les quotas sont fixés, les individus sont sélectionnés a la convenance de I’enquéteur.

Les critéres servant de base a la définition des quotas ne doivent pas étre nombreux. Au-dela
de 3 criteres, la démarche devient complexe. Les quotas doivent étre construits sur une base
de données fiables ( statistiques disponibles ) indiquant la répartition de la population sur les
critéres choisis. Les criteres les plus utilisés dans les études de marché sont économiques et
socio-démographiques en particulier I’age, le sexe, la catégorie socioprofessionnelle, ...

Exemple :

On souhaite avoir un échantillon de 1000 individus. La structure de la population selon trois
critéres est la suivante :

1) Age
Age Structure de la population | Répartition de I’échantillon
20 a 29 ans 40 % 400
30a49ans 35% 350
50 a 60 ans 25 % 250
Total 100 % 1000
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2) Sexe x Age
Structure de la population

Age Sexe | Masculin | Féminin | Total
20 & 29 ans 48 % 52% | 100 %
30 & 49 ans 49 % 51% | 100 %
50 4 60 ans 45 % 55% | 100 %

Répartition de I’échantillon

Age Sexe | Masculin | Féminin | Total
20 & 29 ans 192 208 400
30 a49 ans 172 178 350
50 & 60 ans 113 137 250

3) Age x Sexe x Catégorie socioprofessionnelle

Structure de la population

AGE ?D Sans | Etudiant | Agric | Artisans | Prof Employés | Ouvriers | Total
exe libérales

20-29 (M 10% | 30% 5% 6% 9% 25% 15% 100%
F 15% | 25% 2% 10% 8% 30% 10% 100%

30-49 |M 8% 5% 15% |22% 15% 15% 20% 100%
F 20% | 4% 10% |16% 14% 24% 12% 100%

50-60 |M 6% 2% 25% | 22% 18% 17% 10% 100%
F 35% [1% 20% | 20% 6% 13% 5% 100%

Répartition de I’échantillon

AGE |C Sans | Etudiant | Agric | Artisans | Prof Employés | Ouvriers | Total
exe libérales

20-29 |M 19 58 10 12 17 48 28 192
F 31 52 4 21 17 62 21 208

30-49 |M 14 9 26 38 26 26 33 172
F 36 7 18 28 25 43 21 178

50-60 |M 7 2 28 25 20 19 12 113
F 48 1 27 27 8 18 8 137
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IV. DETERMINATION DE LA TAILLE DE L’ECHANTILLON

Le nombre n’est pas une garantie absolue de représentativité. La détermination de la taille
d’échantillon dépend essentiellement de deux facteurs :

- La précision souhaitée : plus on souhaite des résultats précis, plus I’échantillon
nécessaire est important.
- Le budget disponible : plus on augmente la taille, plus le codt de I’enquéte s’accroit.

La taille de I’échantillon doit étre celle qui permet d’atteindre le meilleur équilibre entre le
risque de commettre des erreurs d’échantillonnage, le codt induit par ces erreurs, et le co(t de
I’échantillonnage lui-méme.

Afin de déterminer la taille de I’échantillon, nous utiliserons I’inégalité de Bienaymé
Tchebycheff ou la loi normale.

4.1. UTILISATION DE L’INEGALITE DE BIENAYME
TCHEBYCHEFF

Cette inégalité n’est utilisée que si la loi de la variable aléatoire est complétement inconnue.
Elle aboutit a des échantillons de taille élevée.

4.1.1. Taille d’échantillon pour estimer une moyenne.

- La taille de I’échantillon dépend de la précision souhaitée pour la généralisation des
résultats.

- La précision (ou erreur d’échantillonnage) s’exprime en valeur absolue ou relative.
Elle représente la largeur de I’intervalle de confiance de la moyenne. Soit ¢ la moitié
de cette largeur.

L’inégalité de Bienayme Tchebycheff dans le cas de la moyenne s’écrit :

<g)21-%

P(‘X—m e

avec .

n : taille de I’échantillon ;

€ : précision souhaitée ;

X : moyenne de I’échantillon ;

m : moyenne de la population.

c . Ecart- type d’échantillon, il est souvent inconnu, il faut avoir des informations
antérieures ou mener une étude pilote.

Pour obtenir un maximum de fiabilité dans les résultats, on commence par se fixer une marge
d'erreur "g" que I'on accepte. On se fixe ensuite un seuil de confiance (1-c), qui représente la
probabilité minimale pour que la moyenne calculée a partir de I’échantillon ne s’écarte pas de
la moyenne de la population de plus de &. Ceci s’écrit :
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P(‘)Z—m <g)>1-a

En rapprochant les deux formules on obtient :

et donc :
n—_0
£2xaL
Exemple :

Un parc de loisirs souhaite estimer a 10dh prés le montant moyen d’achats effectués par
chaque visiteur, c’est a dire on se fixe une marge d'erreur de 10 dans l'analyse des résultats :

£=10

Une étude pilote menée sur 50 visiteurs choisis au hasard a montré que I’écart- type des
achats est : o = 100 dh.

Si on se fixe un seuil de confiance (1-a) = 95%, La taille de I’échantillon est donc :

_ 1002 _
N = 155005 — 2000

4.1.2. Taille d’échantillon pour estimer une proportion

- La taille de I’échantillon dépend de la précision souhaitée pour la généralisation des
résultats.

- La précision (ou erreur d’échantillonnage) s’exprime en valeur absolue ou relative.
Elle représente la largeur de I’intervalle de confiance de la proportion. Soit ¢ la moitié

de cette largeur.

I’inégalité de Biénaymé Tchebycheff dans le cas de la proportion s’écrit :

P(|fo-pl <&) 2123

avec :
n : taille de I’échantillon ;

€ : précision souhaitée ;

fn : proportion ou fréquence relative dans I’échantillon ;
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p . proportion dans la population (g = 1 — p). Elle est souvent inconnue, il faut avoir des
informations antérieures ou mener une étude pilote, sinon on utilise une proportion de 50 %.

Pour obtenir un maximum de fiabilité dans les résultats, on commence par se fixer une marge
d'erreur "g" que I'on accepte. On se fixe ensuite un seuil de confiance (1-o), qui représente la
probabilité minimale pour que la fréquence calculée a partir de I’échantillon ne s’écarte pas de
la proportion dans la population de plus de €. Ceci s’écrit :

P(|fa—p| <&) > 1-a

En rapprochant les deux formules on obtient : —% =1l-a
et donc :
N _ _Pg
XL
Exemple :

Le parc souhaite estimer la proportion des visiteurs qui font des achats a cing points prés,
c’est a dire on se fixe une marge d'erreur de 5% dans l'analyse des résultats :

€=0,05
L’enquéte pilote a estimé cette proportion a 65%, c’est a dire p = 0,65
Si on se fixe un seuil de confiance (1-a) = 95%, la taille de I’échantillon est donc :

0.65x0,35
0.05%0 05 — 1620

4.2. UTILISATION DE LA LOI NORMALE

On applique cette méthode si la variable suit une loi normale ou si elle peut étre approchée par
la loi normale.

4.2.1. Taille d’échantillon pour estimer une moyenne

a) Cas des prélevements dans une population finie avec remise ou dans une
population infinie sans remise :

Pour obtenir un maximum de fiabilité dans les résultats, on commence par se fixer une marge
d'erreur "g" que I'on accepte. On se fixe ensuite un seuil de confiance (1-c), qui représente la
probabilité minimale pour que la moyenne calculée a partir de I’échantillon ne s’écarte pas de
la moyenne de la population de plus de &. Ceci s’écrit :
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P(‘)Z—m <g)>1l-a
avec :
€ : précision souhaitée ;
X : moyenne de I’échantillon ;
m : moyenne de la population.

D’aprés le théoréme central limite, la variable aléatoire X suit une loi normale dont les
paramétres sont :

E(X)=m

o 2

vix)= -

L’écart type de la moyenne est donc : o, =9

I

Déterminer la taille de I’échantillon consiste a résoudre I’équation :

P(‘)Z—m <g)>1-a

P(—g<)_(—m<g) >1-a

P(—£ X-m___¢ ) 2 1-a
o o o
Jnooanan

P(%‘/H<Z<%) > 1-a

Jn Jn
H(gan)—l'[( 80”)2 1-a

Jn Jn
IEM--IED]> 1o

ZH(%)—lz 1-o

etz 1- 4
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On se reporte a la table de distribution de la loi Normale centrée réduite, et on cherche la
valeur correspondante a une probabilité égale a 1- &, cette valeur de z sera désignée par Z, «
2

Onaalors:
elh_z .,
o 2
n=72, O
-2 2
Exemple :

Reprenons I’exemple du parc de loisirs qui souhaite estimer a 10dh prés le montant moyen
d’achats effectués par chaque visiteur, c’est a dire on se fixe une marge d'erreur de 10 dans
I'analyse des résultats : e=10

Une étude pilote menée sur 50 visiteurs choisis au hasard a montré que I’écart- type des
achats est : ¢ = 100 dh.

Si on se fixe un seuil de confiance (1-a) = 95%, La taille de I’échantillon est donc :

n =1,962 100" = 384,16 = 385

b) Cas des prélevements dans une population finie sans remise :

E(Xn)=m
v Y= N-n &2
V(Xn) N
. : - /N-no . o h_n
L’ecart type de la moyenne est donc : o =N R 1 N

De la méme maniére, on arrive a :

Sx/ﬁf N 7 .
o V\N-n~ "3

n -7 ,—O
VN-n~ TS oUN
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n _-» " o2
N_n 292N
_72 O° _nh72 O
L Y A
2  _O®\_72 O%
L N N
22, N
”‘§N+zzl_g e

4.2.2. Taille d’échantillon pour estimer une proportion.

Pour obtenir un maximum de fiabilité dans les résultats, on commence par se fixer une
marge d'erreur "¢" que l'on accepte. On se fixe ensuite un seuil de confiance (1-a), qui
représente la probabilité minimale pour que la fréquence calculée a partir de I’échantillon ne
s’écarte pas de la proportion dans la population de plus de €. Ceci s’écrit :

P(|fa—p| <&) > 1-a

avec :

n : taille de I’échantillon ;

€ : précision souhaitée ;

fn : proportion ou fréquence relative dans I’échantillon ;

p . proportion dans la population (g = 1 — p). Elle est souvent inconnue, il faut avoir des

informations antérieures ou mener une étude pilote, sinon on utilise une proportion de 50 %.
D’aprés le théoréme central limite, la variable aléatoire fnsuit une loi normale dont les

paramétres sont :

a) Cas des prélevements dans une population finie avec remise ou dans une
population infinie sans remise :

E(fa)=1p
V(f.)= P
n
L’écart type de la fréquence est donc : Ofn :@
n
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Déterminer la taille de I’échantillon consiste a résoudre I’équation :

P(|fa—p| <&) > 1-a

P(—e<fa—p<¢) > 1-a

P(—E fo—p € )>1-a

Jra ypa pg
Woh

\8/\/__ Z<f/£) >1-a

)> 1-a

e,

nEN) nEdhy)s 1-

21‘[(%)—12 1-o

Hﬁzl-ﬂ

On se reporte a la table de distribution de la loi Normale centrée réduite, et on cherche la
valeur correspondante a une probabilité égale a 1- &, cette valeur de z sera désignée par Z, «
2

Onaalors:
evn _ Z1_Q
NCE
_ 72 P9
Exemple :

Reprenons I’exemple du parc de loisirs qui souhaite estimer la proportion des
visiteurs qui font des achats a cing points prés, c’est a dire on se fixe une marge
d'erreur de 5% dans I'analyse des résultats : € = 0,05
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L’enquéte pilote a estimé cette proportion a 65%, c’est a dire p = 0,65

Si on se fixe un seuil de confiance (1-a) = 95%, on se reporte a la table de
distribution de la loi Normale, et on cherche la valeur correspondante a une
probabilité (1-a/2) = 0,975, ce qui donne Z = 1,96.

La taille de I’échantillon est donc :

— 1062 % 349,58 = 350

b) Cas des prélevements dans une population finie sans remise :

E(fi)=p

V(f)= N B

LIV A . _\/m N_n ~ \/m n
L’ecart type de la fréquence est donc : Ofh= o Vl N~ dh Nl N

De la méme maniére, on arrive a :

n _72 pq
N_n-Z 192N

_72 P9 _ 2 Pq
"=Zhe'e ~NPeay

A\ _,, Pq
(22 g o) =2 g

10‘ qu
52N+Zla pPqg
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V. DISTRIBUTIONS D’ECHANTILLONNAGE

La notion de distribution d’échantillonnage est a la base des méthodes d’inférence statistique
dont les deux principales applications sont les problémes d’estimation et les tests
d’hypothéses. Les premiers ont pour but d’estimer, a partir d’un échantillon, la valeur
numérique d’un ou de plusieurs paramétres de la population, et de déterminer la précision de
cette ou de ces estimations. Les seconds ont pour but de vérifier la véracité d’une hypothése
émise au départ au sujet d’une ou de plusieurs populations.

A tout paramétre de population 6, on peut associer une série infinie de valeurs observées t, t’,
t*’, ..., calculées a partir d’échantillons successifs de méme effectif, prélevés dans des
conditions identiques. Ces valeurs peuvent étre considérées comme des valeurs observées
d’une méme variable aléatoire T, et cette variable est fonction des différentes variables
aléatoires correspondant a chacun des individus de I’échantillon :

T =f(Xy, Xz, ..., Xn)

En supposant que I’échantillon est aléatoire et simple, la variable aléatoire T possede une
distribution de probabilité, dite distribution d ‘échantillonnage. On peut donc calculer
I’espérance E(T) et la variance V(T) de cette distribution.

La distribution d’échantillonnage est donc la distribution des différentes valeurs que peut
prendre la variable aléatoire T, pour les différents échantillons possibles. Son écart type ot est
appelé erreur standard.

Les principales distributions d’échantillonnage sont la distribution d’échantillonnage de la

moyenne, la distribution d’échantillonnage de la variance et la distribution d’échantillonnage
de la proportion.

5.1. DISTRIBUTION D’ECHANTILLONNAGE DE LA MOYENNE

Supposons que dans une population infinie quelconque, on ait prélevé au hasard un premier
échantillon de n observations :

. , v i=1
et qu’on ait calculé la moyenne : X = o

Si on préleve, dans les mémes conditions, un deuxiéme échantillon de méme effectif :
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n

>x
La moyenne correspondante X = 1= sera généralement différente de la premiére moyenne
n y

observée.

Il en sera de méme pour les moyennes d’autres échantillons prélevés dans les mémes
conditions :

X177, X" X3, e, Xy
n
>
Xn — i:
n
On peut considérer la suite des premiéres observations xi, Xi’, Xi’’, ... des différents

échantillons comme des valeurs observées d’une méme variable aléatoire X, la suite des
deuxieémes observations des différents échantillons comme des valeurs observées d’une méme
variable aléatoire X5, etc.

Les moyennes observées X, X', X', ... sont alors des valeurs observées d’une méme variable

aléatoire X qui est fonction de Xy, Xy, ..., Xn.
n
$x

X - i
n

Comme Xi, Xa, ..., Xn, la variable aléatoire X posséde une distribution de probabilité, dite
distribution d ‘échantillonnage de la moyenne. On peut donc calculer I’espérance et la
variance de cette distribution, en supposant que I’échantillon est aléatoire et simple, les
variables aléatoires X;, Xo, ..., Xn ont toutes la méme distribution de probabilité, dont la
moyenne est désignée par m et la variance par c2

EX)=m et V(Xi)=o?

On démontre alors :
] X n
E(X)=E(Z—)= %x;E(Xi) = %xnme m
Xi

V( )_( )= V(%) = %XZ::V(XD: %xnx o2 = %

O, z% est appelé erreur standard de la moyenne d’un échantillon aléatoire est simple
n
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Dans le cas d’une population finie d’effectif N, au sein de laquelle est prélevé, sans remise, un
échantillon aléatoire est simple d’effectif n, la variance de la moyenne est :

) N _n
L’erreur standard est alors: O -=——, |- -—a"
VN

En plus des caractéristiques de la distribution d’échantillonnage de la moyenne, on peut aussi
rechercher la forme de cette distribution.

Si par exemple, la population parent possede une distribution normale, on peut affirmer que la

distribution de la moyenne est elle-méme normale de moyenne m et d’écart type O, z%.
n

Si la distribution de la population parent est inconnue, le théoréme central limite permet
d’affirmer que la distribution de la moyenne est asymptotiqguement normale. Pour un effectif
suffisamment élevé, la moyenne d’un échantillon peut toujours étre considérée comme une
variable approximativement normale. C’est généralement le cas lorsque I’effectif est supérieur
a 30. Dans le cas contraire (n < 30), la moyenne d’un échantillon peut toujours étre considérée
comme une variable de Student a (n-1) degré de liberté.

5.2. DISTRIBUTION D’ECHANTILLONNAGE DE LA VARIANCE

De la méme maniére que la moyenne, chacun des échantillons posséde une variance :

> (-
v(X)=Al— -

> (-
v(X)=t— -

3 ("—x)2

v(x")=1Lt——— -

Ces variances peuvent étre considérées comme des valeurs observées d’une méme variable
aléatoire :

> (Xi-X)?
V=T
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Comme Xy, Xy, ..., Xn, la variable aléatoire VV(X) posséde une distribution de probabilité, dite
distribution d ‘échantillonnage de la variance. On peut donc calculer [I’espérance
mathématique et la variance de cette distribution, en supposant que I’échantillon est aléatoire
et simple, les variables aléatoires X;, X, ..., Xn ont toutes la méme distribution de
probabilité, dont la moyenne est désignée par m et la variance par c2

EX)=m et V(Xi)=o?

on peut démontrer alors :

S-XR S emeXme S T-m)-(X-m)?
E(V(X)) = E(':lT) = E(-=L - ) = E(1

)

n

i[(Xi—m)z—Z(Xi—m)()_(—m)+()_(_m)2]
E(V(X)) = E( i=1

)

n

_Zn:(Xi—m)2_2(>_(—m)Zn:(Xi—m)Jan:()_(_m)z
E(V(X)) =E(*= i1 =

)

n

dxi-mp o Y (Xi-m) D (X-m)?
i=1

E(V(X)) = B —2(X-m)iL )

n

n

D (Xi—m)2

E(V(X)) = E(=——— = 2(X-m)(X-m) + (X-m)?)
E(V(X)) = E(c*~(X-m)?)

E(V(X)) = E(c?) - E((X-m)?)

E(V(X) = o? - &

E(V(X)) = nT—l x 02

Pour la variance de la distribution d’échantillonnage de la variance, on démontre, dans le cas
d’une population normale :
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V(V(X)) = E[(V(X) ~ ECVOO)A = EIV(X) - Ddee)g = 207D

Dans le cas d’une population finie d’effectif N, au sein de laquelle est prélevé, sans remise, un
échantillon aléatoire est simple d’effectif n, I’espérance mathématique de la variance est :

E(V(X)) = Npx o2

1

En ce qui concerne la forme de la distribution d’échantillonnage de la variance, on peut
démontrer que dans le cas particulier d’une population normale, la variable aléatoire

Z(XI x)2

_1T possede une distribution khi deux a (n-1) degré de liberté.

5.3. DISTRIBUTION D’ECHANTILLONNAGE DE LA PROPORTION

Si on considere une population infinie et si on y préléve un échantillon aléatoire et simple
d’effectif n, on désigne par x le nombre d’individus possédant, dans I’échantillon, le caractére
étudié.
fn:% est la fréquence ou proportion des individus possédant, dans I’échantillon, le caractére
étudié.
On désigne par p la proportion des individus possédant, dans la population, le caractére
étudié.

De la méme maniére que la moyenne et la variance, chacun des échantillons posséde une
fréquence :

Ces fréquences peuvent étre considérées comme des valeurs observées d’une méme variable
aléatoire :

F=Xn
n
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La variable aléatoire F, posséde une distribution de probabilité, dite distribution
d “échantillonnage de la proportion. On peut donc calculer I’espérance et la variance de cette
distribution, en supposant que I’échantillon est aléatoire et simple.

On peut démontrer alors :

E(F) =E(22)= LE(Xn)=Lnp=p

V(F) = V(22 = Lv(xn) = Lnpg=

Pq
OFn :—\/ﬁ est appelé erreur standard de la fréquence d’un échantillon aléatoire est simple

Dans le cas d’une population finie d’effectif N, au sein de laquelle est prélevé, sans remise, un
échantillon aléatoire est simple d’effectif n, la variance de la fréquence est :

V(Fn):V(%):%V(xn)zlunpq:_—n pq

N-n P9
n2 -1 N-1 n
L’erreur standard est alors : OFn=, /Hx—ﬁ

En ce qui concerne la forme de cette distribution, on peut affirmer que la distribution de la

_Jra

proportion suit une loi normale de moyenne p et d’écart type orm= N a condition que la
n

taille de I’échantillon soit supérieure ou égale a 30 (n > 30) et le produit n p > 5.
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EXERCICES SUR LA THEORIE
D’ECHANTILLONNAGE

Quelle est I'espérance mathématique et quelle est la variance des résultats qu'on peut obtenir
quand on choisit au hasard et indépendamment dix nombres entiers de 1 a 9 et qu'on en
calcule la moyenne, en supposant que chacun des nombres de 1 a 9 a une méme probabilité
d'étre choisi et qu'un méme nombre peut étre choisi plusieurs fois sans aucune restriction ?

Quelle est la probabilité que la moyenne d'un échantillon de 12 observations provenant d'une
population de distribution uniforme définie dans I'intervalle (0, 1) soit comprise entre 0,4 et
0,67

Calculez la moyenne et l'écart type de la variance V(X), ainsi que la probabilité
P(10<V(X)<20), en supposant que V(X) désigne la variance observée d'échantillons aléatoires
et simples d'effectif 10 extraits d'une population normale de moyenne égale a 15 et d’écart
type égal a 4.

On suppose que les poids de 3000 étudiants d'une université suivent une loi normale de
moyenne 68,0 kilogrammes et écart type 3,0 kilogrammes. Si I'on extrait 80 échantillons de
25 étudiants chacun, quelle est la moyenne et écart type théoriques de la distribution
d'échantillonnage des moyennes pour (a) un échantillonnage non exhaustif, (b) un
échantillonnage exhaustif ?

500 pignons ont un poids moyen de 5,02 grammes et un écart type de 0,30 grammes. Trouver
la probabilité pour qu’un échantillon de 100 pignons choisi au hasard ait un poids total (a)
compris entre 496 et 500 grammes. (b) plus grand que 510 grammes.

Lors d’élections, les résultats ont montré qu’un des candidats a obtenu 46 % des voix.
Déterminer la probabilité pour que le vote de (a) 200 (b) 1000 personnes choisies au hasard
parmi le corps électoral donne une majorité de voix en faveur de ce candidat.

Les ampoules électriques d'un fabricant A ont une durée de vie moyenne de 1400 heures avec
un écart-type de 200 heures, et celles d'un fabricant B ont une durée de vie moyenne de 1200
heures avec un écart-type de 100 heures. Si I'on teste des échantillons de 125 ampoules pour
chaque marque, quelle est la probabilité pour que la marque d'ampoules A ait une durée de vie
moyenne qui soit au moins supérieure de (a) 160 heures, (b) 250 heures a celle de la marque
d'ampoules B ?

Les pignons d'une marque donnée pesent 0,50 gramme avec un écart-type de 0,02 gramme.
Quelle est la probabilité pour que deux lots de 1000 pignons chacun different entre eux de
plus de 2 grammes ?

Un certain type d’ampoule électrique a une durée de vie moyenne de 1500 heures et un écart
type de 150 heures. Trois ampoules sont branchées de telle maniére que, si I’'une d’elles est
grillée, les autres continuent a fonctionner. En supposant que les durées de vie suivent une loi
de Laplace Gauss, quelle est la probabilité pour que I’éclairage fonctionne (a) au moins
pendant 5000 heures. (b) au plus pendant 4200 heures ?
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L’écart type des poids d’une trés grande population de personnes est 10 kg On extrait de cette
population des échantillons de 200 personnes chacun. On calcule alors les écarts types pour
chaque échantillon. (a) Trouver la moyenne et I’écart type de la distribution d’échantillonnage
des écarts types. (b) Quel est le pourcentage d’échantillons qui a un écart type plus grand que
11 Kg?

Les poids de 1500 pignons suivent une loi de Laplace-Gauss de moyenne 22,40 kg et écart
type 0,048 kg Déterminer pour 300 échantillons aléatoires de taille 36 de cette population la
moyenne et I'écart-type théoriques de la distribution d'échantillonnage des moyennes,
I'échantillonnage étant (a) non exhaustif, (b) exhaustif.

Les poids des colis recus dans un grand magasin ont une moyenne de 300 kg et un écart-type
de 50 kg, Quelle est la probabilité pour que 25 colis recus au hasard et chargés sur un monte-
charge dépassent la limite de sécurité du monte-charge, qui est 8200 kilogrammes.

Un fabricant expédie 1000 lots de 100 ampoules électriques chacun. Si 5 % des ampoules
sont normalement défectueuses, dans combien de lots peut-on avoir (a) moins de 90 bonnes
ampoules, (b) 98 bonnes ampoules ou davantage ?

A et B fabriquent deux types de cables ayant comme charges de rupture respectives 4000 et
4500 kilogrammes avec des écarts-types de 300 et 200 kilogrammes. Si l'on teste 100 cébles
de la marque A et 50 cables de la marque B, quelle est la probabilité pour que la résistance de
rupture moyenne de B ait (a) au moins 600 kilogrammes de plus que A, (b) au moins 450
kilogrammes de plus que A ?

Les résultats d'une élection montrent qu'un des candidats a obtenu 65 % des voix. Trouver la
probabilité pour que deux échantillons aléatoires, chacun correspondant a 200 votants,
indiquent plus de 10 % de différence dans les proportions de gens qui ont voté pour ce
candidat.

Une firme fabrique un bien dont la durée de vie est en moyenne 1800 heures avec un écart
type de 200 heures. (a) Trouver la probabilité qu'un échantillon aléatoire de 100 unités de ce
bien a une moyenne de vie supérieure a 1825. (b) Trouver la probabilité qu'un échantillon
aléatoire de 100 Unités de ce bien a une moyenne de vie de pas plus de 1775 et pas moins de
1760.

Dans le but d’étudier I’intention d’achat d’un produit, on décide de réaliser un sondage.
Combien de personnes doit-on interroger pour que la fréquence empirique ne s’éloigne pas de
la vraie proportion de 1% et ce avec une probabilité au moins égale a 95%?

Une enquéte sur l'emploi a pour but d’estimer le taux d'activité dans un pays. Dans les
statistiques disponibles, la population active du pays est estimée a 10000000 personnes sur
une population totale de 40 millions de personnes. Détermines la taille de I'échantillon si I'on
accepte une erreur de 1% . avec une probabilité de 0,95.
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Afin d’estimer le revenu mensuel moyen dans un secteur de production. Quelle doit
étre la taille de I’échantillon de salariés a interroger pour que la moyenne empirique
ne s’éloigne pas de la moyenne de la population de 100 dh avec une probabilité au
moins égale a 0,95 sachant que I’écart type est de 500 dh par salarié ?

On souhaite réaliser une enquéte sur I’emploi afin d’estimer le taux de chdmage. La
population active est de 5 millions de personnes. Quelle doit étre la taille de
I’échantillon pour que la fréquence empirique ne s’éloigne pas du vrai taux de
chémage et ce avec une probabilité de 0,95 de 2%. Une enquéte récente avait donné
un taux de chomage de 12 %

Dans le cadre d'une étude socio-économique, on s'intéresse aux habitants de 18 unités
urbaines, réparties en deux régions. L'enquéte devrait comporter 500 interviews. Comme on
dispose de 10 enquéteurs et qu'on souhaite que chaque enquéteur n'opére que dans une seule
unité urbaine, on souhaite se limiter a I'étude de 10 unités urbaines. En fonction de la
répartition des unités urbaines par région et de leurs nombres d'habitants, expliquez, de fagon
aussi détaillée que possible la maniére dont on pourrait organiser cette enquéte, en précisant
notamment dans quelles unités urbaines il y aurait lieu d'envoyer les enquéteurs.

Région 1 Région 2
Unités urbaines | Nombres d’habitants | Unités urbaines | Nombres d’habitants

1 93600 9 117100
2 45400 10 107100
3 38900 11 61200
4 36500 12 51000
5 35100 13 43800
6 32900 14 38900
7 28100 15 37800
8 26400 16 33500

17 25800

18 25300

Dans une région regroupant environ 3 millions d’habitants réunis en un peu plus de 1500
communes, on désire réaliser une enquéte au cours de laquelle 0,5 pour mille des habitants
devraient étre interrogés. En effectuant une stratification basee sur la distribution de
fréquences donnée ci-dessous, combien d’interviews devrait-on réaliser dans chacune des
catégories de communes. Si de plus pour des raisons de facilité, on décidait de ne pas
effectuer moins de 10 interviews par commune, dans combien de communes différentes de
chacune des catégories les enquéteurs devraient-ils se rendre ?

Nombre d’habitants | Nombre de communes
Moins de 1000 900
1000 - 2000 300
2000 - 5000 200
5000 — 10000 80
10000 - 20000 40
plus de 20000 10
Total 1530
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DEUXIEME PARTIE

LES PROBLEMES D’ESTIMATION
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LES PROBLEMES D’ESTIMATION

Les premiers problémes d’inférence statistique auxquels s’applique la théorie des distributions
d’échantillonnage sont les problémes d’estimations. Le but poursuivi est d’estimer, a partir
d’un échantillon, la ou les valeurs numériques d’un ou de plusieurs parametres de la
population considérée et de déterminer la précision de cette ou de ces estimations.

On distingue deux formes d’estimations : I’estimation ponctuelle et I’estimation par intervalle
de confiance.

I. ESTIMATION PONCTUELLE

L’estimation ponctuelle ou I’estimation de point d’un paramétre est la connaissance de la
seule valeur estimée de ce paramétre. Les parametres les plus recherchés sont la moyenne, la
variance et la proportion.

1.1. PRINCIPES GENERAUX DE L’ESTIMATION
Soit une population quelconque, dont la distribution de probabilité L(X) est fonction d’un
parametre 0 : L(X) = f(X, 0) et un échantillon aléatoire et simple d’effectif n extrait de cette
population.

On appelle estimateur du paramétre 0, toute fonction aléatoire des valeurs observées, X;, X,
..., Xn, susceptibles de servir a estimer 6.

Tn =1 (X, Xz, ..., Xn)
On appelle estimations les valeurs numériques ty, to, ...de cette variable aléatoire Tn.
1.1.1. Les principales qualités d’un estimateur
a) I’absence de biais

La premiere qualité d’un bon estimateur est I’absence d’erreur systématique ou de biais. Cette
qualité implique que la vraie valeur 6 doit étre retrouvée en moyenne :

E(Tn) =60
Tout estimateur qui satisfait cette condition est dit sans biais ou non biaiseé.

b) la variance minimale

Une deuxieme qualité d’un bon estimateur est de posséder une précision suffisante. Cette
précision peut étre mesurée par le moment d’ordre deux par rapport a 0.

E[(Tn - 6)3
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Pour les estimateurs non biaisés, ce moment se confond avec la variance :

E[(Tn - 0)2] = V(Tn)
On peut démonter qu’a tout paramétre 6 correspond une valeur minimum de E[(Tn - 6)2].
La fonction qui correspond a ce minimum définit I’estimateur de variance minimum.

Dans le cas des estimateurs non biaisés, cette variance vaut :

1
d Iog f(x Ny

E[C—5

Un estimateur non biaisé dont la variance est égale a ce minimum est appelé estimateur non
biaisé de variance minimum ou estimateur efficace.

c) convergence en probabilité
un estimateur Tn converge en probabilité vers 0 si :

Ve>0, limP(T—6]>¢) =0

n—oo

Ce ci signifie que I’écart entre le paramétre calculé a partir de I’échantillon et la vraie valeur
du paramétre de la population est trés faible quand la taille de I’échantillon est grande. Cet
écart peut étre mesuré par la variance. Ainsi on parle de convergence en probabilité si :

limV(To) =

n—o0

Un estimateur qui converge en probabilité est dit consistant.
1.1.2. la méthode du maximum de vraisemblance

Ayant définit les principales qualités des estimateurs, la méthode du maximum de
vraisemblance permet le plus souvent d’obtenir des estimateurs possédant ces qualités. Le
principe de cette méthode est de choisir comme estimation de tout paramétre 6 la valeur la
plus vraisemblable, c’est a dire celle qui a la plus grande probabilité de provoquer I’apparition
des valeurs observées dans I’échantillon. Cette probabilité est appelée fonction de
vraisemblance. C’est la probabilité ou la densité de probabilité relative aux valeurs observées
X1, X2, ..., Xn, EXprimée en fonction du parametre de la population.
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Pour un échantillon aléatoire et simple et pour une population définie par un seul paramétre 0,
la fonction de vraisemblance est :

L(0) = p(X1, X2, ..., Xn; 0) = p(X1; 0) p(X2; 0) ... p(Xn; 0)

L(0) = f(Xq, X2, ..., Xn; 0) = f(Xy; 6) f(X2; 0) ... f(X,; 0)

Ou

Les estimateurs du maximum de vraisemblance correspondent par définition au maximum de
cette fonction. On cherche ce maximum en annulant la dérivée de la fonction par rapport 2 6 :

dL(6)
do 0

ou en annulant la dérivée de son logarithme :

dlog L(Q)_O
do

1.2. Estimation de la moyenne

La meilleure estimation de la moyenne m d’une population, qui puisse étre déduite d’un
échantillon aléatoire et simple, est la moyenne de I’échantillon.

N

m = X

La dispersion des différentes estimations possibles autour de cette moyenne générale, est
mesurée par I’erreur standard de la moyenne :

o

Gi:ﬁ

Estimateur du maximum de vraisemblance :

Pour une population normale, la densité de probabilité est :

flxm)=—f—e-3¢7"

o211
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La fonction de vraisemblance est :

1,x1- m) (x2 m\z e- 1(xn m)2

L(m)= ——t - -
G«/Z_ G\/_ 0'«/ 211

Lmy=(_Le S5 My

Log L(m) = _Tnlog(ZHoz)- %i%(%)Z

La dérivée de cette fonction par rapport a m est :

dlogb(m) 1
dm

o2 2 (Xi=m)

I’estimation du maximum de vraisemblance de la moyenne de la population, est telle que :
n .
lZ(m—m) =0
o]

$ (Xi-m) = SxXi—nxm =0
i=1 i=1

n .

A 22X

m=E_=x
N

On retrouve la moyenne de I’échantillon définie précédemment.
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LES QUALITES DE CET ESTIMATEUR

a) I’absence de biais
- YX
X =%=L— est un estimateur non biaisé de la moyenne m de la population puisqu’on a

démontré que :

Xi
v\ — iz _1.N a-1 _
E(Xn)= E(lT = ﬁ><Z_1“E(x|)_ XXM = m

En effet, pour I’ensemble des échantillons qui peuvent étre rencontrés, on doit retrouver, en
moyenne, la vraie valeur de la population.

b) la variance minimale
Pour une population normale, la densité de probabilité est :

xm)

f(x,m)=

\/_
log f(x , m) = -log (c +/2IT) - %(%)z

dlog f(x,m) _ x—m
dm o?

dlog f(x,m) \,y _ X—=My21 = N -m)21 =
NE[(—= 0 A = n B[S = L E[(X-m)?] =
le minimum de la variance des estimateurs de la moyenne est donc :

- o
n

nE[(d Iog f(x m))z]

Comme cette valeur est aussi la variance de la distribution d’échantillonnage de la moyenne,
n
~YX
il en résulte que la moyenne X 2% d’un échantillon aléatoire et simple est un estimateur

de variance minimale. Il est donc un estimateur efficace de la moyenne m de la population.
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c) convergence en probabilité

> X

Xz% est un estimateur consistant de la moyenne m de la population puisqu’on a
démontré que :
V(X») =<

limV(X.) =0

3
la moyenne Xn:‘ﬂn

calculée a partir d’un échantillon de taille n converge en probabilité
Vers m.

1.3. Estimation de la variance

Estimateur du maximum de vraisemblance :

Pour une population normale, la densité de probabilité est :

S A

N2l1o?

la fonction de vraisemblance est :

(o) = (xl—m)z e_l(XZ—m)z 1 e_;(xn—m)z
° '«/21102 o «/21'[02 20 T Prge 2O
Z(X| m)2

L(c?) = (52" e

Log L(c?) = =Mog(2r10?)- Z%yzél(xi—m)z
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La dérivée de cette fonction par rapport a o2 est :

dlogL(c®) _ n 1 Qi e
d2 "~ 202 T 2oamX M

I’estimation du maximum de vraisemblance de la variance de la population, est telle que :

n_ 4+ 1 4 i—m)2 =
202t gga(-m? =0

—No%+3 (x—m)2 = 0

n
N . m)2
c? :—El(XI m)
n

On retrouve la variance de I’échantillon V(X).

LES QUALITES DE CET ESTIMATEUR

n
A 2 (X—m)?
02 = = est un estimateur biaisé de la variance o2 de la population puisqu’on a

n

démontré que :
E(V(X)):”T—lxa2

Contrairement a la moyenne, la meilleure estimation de la variance o2 d’une population, qui
puisse étre déduite d’un échantillon aléatoire et simple, n’est pas la variance de I’échantillon
v(x). En effet, pour I’ensemble des échantillons qui peuvent étre rencontres, on ne retrouve
pas, en moyenne, la vraie valeur de la population, on obtient ainsi, en moyenne, une valeur
inférieure a la variance de la population.

le biais est :

E(V(X)) - o2 = %
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Ce biais peut étre corrigé en multipliant la variance de I’échantillon par le facteur —— n . On

obtient alors I’estimation :

. > (x—X)?
Gz—n —oxy(X) = H—— ]

dont I’espérance mathématique est bien o2,

E(6?) = E(-Moxv(9) = -1 E(v(x) = 1 Mo = o2

Gzzﬁxv(x) est appelée quasi-variance, c’est un estimateur sans biais de la variance o2

de la population. La quasi-variancee est désignée par o’n-1

L’erreur standard de cette estimation est, dans le cas d’une population normale :

V(GZ _ ’V( n _ I (n 1)0'4 '

1.4. Estimation de la proportion

La meilleure estimation de la proportion p d’une population, qui puisse étre déduite d’un
échantillon aléatoire et simple, est la fréquence de I’échantillon f,.

N

pzfn

La dispersion des différentes estimations possibles autour de cette proportion générale, est
mesurée par I’erreur standard de la proportion :

fn(1— fn
= [T
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Estimateur du maximum de vraisemblance :

Pour un échantillon aléatoire et simple d’effectif n, dont x individus possedent le caractére
étudié, la fonction de vraisemblance est :

L(p) = Ciip* (1-p)™
Log L(p) = log c& + x log p + (n-x) log (1-p)
La dérivée de cette fonction par rapport a p est :

dlogL(p) _ x _ n—x
dp p I-p

I’estimation du maximum de vraisemblance de la variance de la population, est telle que :

L-H:O

p 1-p
(1-p) x-p (n-x) =0
X—-np=0

La fréquence f, de I’échantillon est donc un estimateur du maximum de vraisemblance de la
proportion de la population.

Les qualités de cet estimateur

a) I’absence de biais

_Xa

F= n est un estimateur non biaisé de la proportion p de la population puisqu’on a

démontré que : E(F))=p

En effet, pour I’ensemble des échantillons qui peuvent étre rencontrés, on doit retrouver, en
moyenne, la vraie valeur de la population.
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b) convergence en probabilité

Fn_Xn

=n est un estimateur consistant de la proportion p de la population puisqu’on a

démontré que :

V(fn) = %
!]imV(fn) =0

_Xa

la fréquence relative = n calculée a partir d’un échantillon de taille n converge en

probabilité vers p.

1. ESTIMATION PAR INTERVALLE DE CONFIANCE

L’estimation par intervalle de confiance consiste a déterminer autour de la valeur estimée un
intervalle dont on a de fortes chances de croire qu’il contient la vraie valeur du parametre
recherché.

Si on s’intéresse a un parametre 0, dont on possede un estimateur T, I’estimation par
intervalle de confiance consiste a déterminer de part et d’autre de T les bornes T1 et T2 d’un

intervalle qui a une forte probabilité de contenir 0. Cette probabilité est appelée niveau de
confiance et désignée par (1-a). a est alors un risque d’erreur.

Les limites T1 et T2 sont telles que :
p(T1L<O0LT2)=1-a
L’intervalle [T1, T2] est appelé intervalle de confiance.
La probabilité que le parametre 6 se trouve a I’extérieur de cet intervalle est donc :
PO <TI)+p(6>T2)=a

Le risque total o peut étre réparti d’une infinité de maniére. Généralement, on divise le risque
o en deux parties égales, Les limites T1 et T2 sont telles que :

PO <T1) =p®>T2) =a/2
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2.1. Intervalle de confiance de la moyenne

2.1.1. cas d’une population normale

Si on s’intéresse a la moyenne inconnue m d’une population normale d’écart type connu o,
I’estimation par intervalle de confiance consiste & déterminer de part et d’autre de I’estimateur

X les bornes X1 et X2d’un intervalle qui a un niveau de confiance (1-o) de contenir m.

Les limites X1 et X 2sont telles que :
p(>_(1£ms >_(2):1-oc

ou d’une autre fagon :
p(m<X1) = p(m>X2) = /2

les limites de confiance peuvent étre écrites :

X1=X-dl et  Xa=X+d2
on peut alors écrire :
p(m< X - d1) = p(m> X +d2) = /2

p(X -m>dl) =pm-X >d2)=a/2

Comme, pour une population normale, la variable X est elle-méme normale de moyenne m et

d’écart type O =0 on peut écrire :
X \/ﬁ

x—m__d1 - m-x. d2 —a
p(i L) p(i )= 5

Jnodn dn4n

diy_ da2y- a
p(21>l) p(ZZ>L) >

n n

dly_ d2y_1.a
p(21<l) p(ZZ<L) 1 >

Jn Jn
neh=ncsH=1-4

NN
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Si on designe par Z,_a la valeur de la variable normale reduite lue dans la table :
2
dl_d2 _
o g 4

NN

(R

il en résulte :

2 \n

Les limites de confiances sont donc :

X1=X-Z a & et X2=X+2Z a 9

2 “n ~2 +n

On notera I’intervalle de confiance :

2 W
C’est un intervalle symétrique par rapport a la moyenne.
2.1.2. cas d’une population de distribution inconnue
Pour une population de distribution de probabilité inconnue (écart type o inconnu), on utilise
la quasi-variance comme estimation de la variance de la population. L’intervalle de confiance

de la moyenne sera défini selon les cas.

Cas d’un échantillon d’effectif inférieur a 30 (n < 30) :

Dans ce cas, la moyenne d’un échantillon peut toujours étre considérée comme une variable T
de Student a (n-1) degré de liberté. La valeur Zy_o sera remplacée par la valeur T, « a (n-1)
2 _a
2
degré de liberté. L’intervalle de confiance est alors :

X+ T o O

1—% Jn

Cas d’un échantillon d’effectif supérieur ou égal a 30 (n > 30) :

Dans ce cas, la moyenne d’un échantillon peut toujours étre considérée comme une variable
approximativement normale. L’intervalle de confiance est alors :

X+ 2,

A
O
Jn

NI
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2.2. Intervalle de confiance de la variance

Si on s’intéresse a la variance o2 d’une population normale, I’estimation par intervalle de
confiance consiste a déterminer les bornes o? et % d’un intervalle qui a un niveau de
confiance (1-a) de contenir o2

Les limites c?; et 6% sont telles que :
p(o?; <o?2<c%)=1-a

n . -
> (Xi—x)?
Comme, pour une population normale, la variable aléatoire %posséde une

distribution khi deux a (n-1) degré de liberté, on peut alors écrire :
n - n . - n -
Yxi—x)2  2(X-x)? Y (xi—x)2

i:1 S |=1

i=1 =1-
e = g )Tl

ou encore :

_E:(Xi—;)2 i(xi—;)z ﬁ(xi—;)2 i(xi_;)z
Ll — <= y=pE— > )=an

_ﬁ(xi X2 S i-x2 (46X

n( =1 = < =l 1 )=1-0/2 = Ile: 121_%
_%(xi )2 é(xi X)? é(Xi —X)?

p( 1= o2 <= o022 ) = G‘/Z = I_T: ZZ%

Les limites de confiances sont alors :

n - n -
_Zl(xi —X)2 > (xi—x)?
— 1= — 1=
2 2

Les valeurs de y2a et y%_o sont a (n-1) degré de liberté.
2 2
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2.3. Intervalle de confiance de la proportion
Si on s’intéresse a la proportion p, I’estimation par intervalle de confiance consiste a
déterminer de part et d’autre de I’estimateur Fn les bornes p; et p, d’un intervalle qui a un
niveau de confiance (1-a) de contenir p.
Les limites p; et p, sont telles que :
p(Pr<p<p)=1-a
ou d’une autre fagon :
p(P < p1) = p(p > p2) = 0/2
les limites de confiance peuvent étre écrites :
pi=f,-dl et p,=1,+d2

on peut alors écrire :
p(p < fy - d1) = p(p > f, + d2) = a2

p(f, - p>dl) = p(p - f, > d2) = /2
Comme, la distribution de la proportion suit une loi normale de moyenne p et d’écart type
O'Fn—\/— a condition que la taille de I’échantillon soit supérieure ou égale a 30 (n > 30) et le

produn np>5, on peut écrire :

fn—p p—fn

p( ) p( —%
Jp(-p) p(l— Jp(-p) \/p(l—
Ny Jn Ny
7 dl - 7 d2 - a
P ey P a2
Jn Jn
7 di - 7 d2 =1- o
Pl p(l—p)) M 2<\/p(1—p)) 2
N Jn
M9l y-1-92_y-1.a
( p(l—p)) ( p(1-p) 2
Jn Jn

Adil EL MARHOUM Page 42



Cours Echantillonnage et Estimation

Si on designe par Z,_a la valeur de la variable normale reduite lue dans la table :
2

L .__d _;,
VP(-p) +/p(l-p) 2
vn Jn

il en résulte :

di=d2= Zl—g M
2 n

Les limites de confiances sont donc :

1- 1—

On notera I’intervalle de confiance :

f.+ Z. a p(l_p)
n =T ]__E —n

La proportion p de la population sera estimée par la fréquence f, de I’échantillon. On obtient
ainsi un intervalle symétrique par rapport a la proportion.

Exemple 1 : intervalle de confiance de la moyenne et de I’écart type

Dans une entreprise produisant un article déterminé on veut estimer sa durée de vie en heures.
A cette fin on a observé un échantillon aléatoire et simple de 16 unités dont les résultats sont

(en 1000 heures) :

1,10 1,05 1,25 108 135 115 130 1,25
1,30 135 1,15 132 105 125 110 1,15

L’estimation ponctuelle de la moyenne de la population est :
16
A Z X
m=x=-"1—=12

16

L’estimation ponctuelle de I’écart type de la population de la population est :

=011
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L’intervalle de confiance de la moyenne a un niveau de confiance de 95 % (c=5%):

La distribution de la population parent étant inconnue et la taille de I’échantillon inférieure a
30, I’intervalle de confiance de la moyenne est défini par :

)_(iT a 9

-2 n

Lavaleur de T, « a 15 degrés de liberté est : t o975 = 2,131
2

I’intervalle de confiance est :

v 0,11
X+ T O =12+2131 2=
=7 n V16
0,11 0,11
X1=1,2-2131 222=114 et X2=1,2 +2,131 222 =126
V16 V16

L’intervalle [1,14 ; 1,26] a une probabilité de 95 % de contenir la vraie valeur de la moyenne
de la population.

L’intervalle de confiance de I’écart type a un niveau de confiance de 95 % (c=5%):

Les limites de confiances de la variance sont :

n p—
> (4-X)? 04X
02 = |—1— et 022 = 2—
X1 1-a xXa
2 2

les valeurs de y2a et x?_o sont a 15 degres de liberté :
2 2

%% 0,025 = 6,26 et X% 0975 = 27,49

L’écart type est la racine carrée de la variance, ses limites de confiance sont donc :
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Exemple 2 : intervalle de confiance de la proportion

On étudie le pourcentage d'utilisation d'une machine. 400 observations ont été effectuées qui
ont donné le résultat suivant :

e Machine marche : 320 observations.
e Machine arrétée : 80 observations.

L’estimation ponctuelle de la proportion d’utilisation de la machine est :

32
40

o

p:fn: =0,8

o

Le taux d’utilisation de la machine est estimé a 80 %.

L’intervalle de confiance de la proportion a un niveau de confiance de 95 % est défini par :

f.+ Z. a p(l_p)
n =T ]__E N

La valeurde Z,_aest:Zgg75=1,96
2

Les limites de confiances de la proportion sont :

- _ p(l_ p) — _ 018(1_018) -
P=fo- 2ya V= 0.80- 1,96 1/—400 0,76
1 0,8(1-0,8) _
P=fit 2« JF’(T'O =0,80 +1,96 1/% = 0,84

L’intervalle [76 % ; 84 %] a une probabilité de 95% de contenir le vrai taux d’utilisation de la
machine.
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EXERCICES SUR LES PROBLEMES DE
L’ESTIMATION

Ex 1 : Soit X une variable de Poisson de parametre (inconnu) m et (XI, ... Xn) les
observations d’un échantillon de taille n. Ecrire la fonction du maximum de vraisemblance
associée a la moyenne. Quel est I'estimateur du maximum de vraisemblance de la moyenne de
la population ? Cet estimateur précédent est-il un estimateur efficace ?

Ex 2 : Soit X une variable aléatoire dont la densité de probabilité f est ainsi définie:

f (%) = %exp(—ﬁ) si x>0

f(x,A) =0  si x<0
Ou A est le parameétre (positif) de la loi.

a) Calculer I’espérance mathématique et la variance de X.

b) Pour estimer le paramétre A, on considére un échantillon aléatoire de taille n. Quel est
I’estimateur du maximum de vraisemblance de A ?

c) L’estimateur de A est-il un estimateur efficace ?

Ex 3 : Le tableau suivant donne la distribution du nombre de pannes observées dans
le fonctionnement d’une machine au cours de 100 journées de travail. Déduisez-en
une estimation du nombre moyen de pannes par jour, en supposant que la distribution
théorique du nombre de pannes est une loi de poisson. Donner I’erreur standard du
résultat obtenu.

Nombres de pannes | Nombres de jours
0 53
1 32
2 11
3 3
4 1
Total 100

Ex 4 : Un échantillon de 15 étudiants d'une faculté a donné les notes suivantes :
13:06:;12:10:10:16:02:04:11:12:12:05:07:08 ;13

a) Estimer la note moyenne et I'écart type des notes pour I'ensemble des étudiants de la
faculté.

b) Donner des estimations par intervalle de confiance pour la moyenne et I'écart type.
(0c=5%).
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Ex 5 : Dans une entreprise produisant un article déterminé on veut estimer sa durée de vie en
heures. A cette fin on a observé un échantillon de 16 unités dont les résultats sont (en 1000
heures) :

1,10 1,05 1,25 108 135 1,15 130 1,25
1,30 135 1,15 132 105 125 110 1,15

a) Estimer la durée de vie moyenne et I'écart type d'un article.
b) Donner des estimations par intervalle de confiance pour la moyenne et I'écart type.
(oc=5%).

Ex 6 : dans une station service, on suppose que le montant des chéques essence suit une loi
normale de parametres m et o. On considére un échantillon de taille n = 50 et on obtient une
moyenne de 130 Dh et un écart-type de 28 Dh. Donner une estimation de m et ¢ par un
intervalle de confiance au niveau de confiance 95%.

Ex 7 : on donne la répartition des masses de 219 ressorts provenant d’une méme fabrication :

masses (g) | [8,2 ; 8,4[ |[8,4 ; 8,6[|[8,6 ;8,8[|[8.8;9[|[9;9,2[|[9,2;9,4[|[9,4 ; 9,6]
Nbre de 9 21 39 63 45 27 15
ressorts

X donnant le poids d’un ressort provenant de cette fabrication, donner une estimation de E(X)
et V(X). Donner pour E(X) et V(X) un intervalle de confiance au niveau de confiance 95%.

Ex 8 : on veut estimer I’espérance mathématique m d’une variable aléatoire gaussienne X
dont on connait I’écart type o = 2,3. Quelle est la taille minimum de I’échantillon de X qui est
a prendre si I’on veut obtenir pour m un intervalle de confiance de seuil 0,95 et dont la
longueur ne dépasse pas 0,1 ?

Ex 9 : Un promoteur désire étudier le nombre de garage qu'il est souhaitable de construire
avec un ensemble de logements, afin que les occupants puissent y ranger leur voiture. Pour
cela il fait effectuer une enquéte par sondage aupres d'un échantillon de ménages susceptibles
d'habiter ces appartements.

a) On interroge un échantillon de 3238 ménages. On trouve parmi eux 1943 possesseurs
d'une voiture. Estimez, a partir de cet échantillon, la proportion des ménages ayant une
voiture. Degré de confiance 99 %.

b) A partir de la proportion estimée, combien de ménages faudrait-il interroger pour
construire, avec un risque d'erreur de 5 %, un intervalle de confiance d'amplitude 0,04 ?
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Ex 10 : On eétudie le pourcentage d'utilisation d'une machine. 400 observations ont été
effectuées qui ont donné le résultat suivant :

e Machine marche : 320 observations.
e Machine arrétée : 80 observations.

a) Entre quelles limites peut-on fixer le taux d'utilisation de la machine avec un degré de
confiance de 95 % ?

b) On fait un plus grand nombre d'observations. On obtient le méme pourcentage d'utilisation
ce qui permet, avec un risque d'erreur de 5 %, de fixer les limites de confiance a [78,4 % ;
81,6 %]. Combien a-t-on fait d'observations ?

Ex 11 : Un échantillon aléatoire de 50 notes (sur 100) dans une population de 200 a donné
une moyenne de 75 et un écart type de 10.

a) Quelles sont les limites de confiance a 95 % pour estimer la moyenne des 200 notes ?
b) Avec quel degré de confiance peut-on dire que la moyenne des 200 notes est de 75
plus ou moins 1 ?

Ex 12 : Un échantillon de 150 lampes de marque A a donné une durée de vie moyenne de
1400 heures et un écart type de 120 heures. Un échantillon de 200 lampes de marque B a
donné une durée de vie moyenne de 1200 heures et un écart type de 80 heures. Déterminer les
limites de confiances a 95 % de la différence des durées de vie moyennes des marques A et B.

Ex 13 : Sur un échantillon de 400 adultes et de 600 adolescents ayant regardé un certain
programme de télévision, 100 adultes et de 300 adolescents I’ont apprécié. Calculer les
limites de confiances a 99 % de la différence des fréquences des adultes et des adolescents qui
ont regardé et apprécié le programme.

Ex 14 : Une compagnie fabrique des roulements a billes ayant un poids moyen de 0,638 Kg et
un écart type de 0,012 Kg Calculer les limites de confiance a 95 % des poids de lots
comprenant 100 roulements chacun.

Ex 15 : Soit une variable aléatoire X de densité de probabilité f(x,A) définie par :

XZ
f(x,A) = \/21ﬂ € "2,  pour tout nombre réel x.

a) Reconnaitre la loi de la variable X et en déduire, sans calcul, I’espérance
mathématique et la variance de X,

b) Déterminer un estimateur de maximum de vraisemblance de A associé a un échantillon
aléatoire de taille n.

c) L’estimateur précédent est-il un estimateur sans biais ?
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TROISIEME PARTIE

LES TESTS STATISTIQUES
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LES TESTS STATISTIQUES

I. INTRODUCTION

Un test statistique est une méthode permettant de prendre une décision a partir d’informations
fournies par un échantillon.

Les tests statistiques ou les tests d’hypothéses ont pour but de Vérifier, a partir de
données observées dans un ou plusieurs échantillons, la validité de certaines
hypotheéses relatives a une ou plusieurs populations.

On peut distinguer différents types de tests, en fonction des hypothéses auxquelles on a
affaire.

Les tests de comparaison a une norme ou tests de conformité sont destinés a comparer
entre eux une population théorique et un échantillon observé. lls servent a vérifier si un
échantillon donné peut étre considéré comme extrait d’une population possédant telle
caracteéristique particuliére (telle moyenne, telle variance, ...). Le test se fait en Vérifiant si la
différence entre la valeur observée et la valeur théorique du paramétre considéré peut étre
attribuée au hasard ou non.

Les tests d’homogeénéité ou d’égalité ont pour but de comparer entre elles un certain nombre
de populations, a I’aide d’un méme nombre d’échantillons.

Les tests d’ajustement sont destinés a vérifier si un échantillon observé peut étre extrait
d’une population donnée.

Les tests d’indépendance ont pour but de contréler, a partir d’un échantillon, I’indépendance
de deux ou plusieurs critéres de classification, généralement qualitatifs.

II. LE PRINCIPE D’UN TEST STATISTIQUE

Pour commencer, on émet une certaine hypothése a tester, appelée hypothése nulle,
généralement désignée par Ho. Celle-ci suppose toujours I’égalité des caractéristiques
comparées.

L’hypotheése qui differe de Hy est dite hypothese alternative, généralement désignée par H;.

On mesure ensuite I’écart observé entre les caractéristiques comparées, et on calcule la
probabilité d’observer, si I’hypothése nulle est vraie, un écart aussi important.

Si cette probabilité est relativement élevée, on considére L’hypothese nulle comme plausible
et on I’accepte. Par contre si la probabilité calculée est faible, I’écart observé apparait comme
peu compatible avec I’hypothése nulle et on rejette celle-ci.
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L’ensemble des valeurs observées pour lesquelles I’hypothése nulle est admissible forme la
région d’acceptation. Les autres valeurs constituent la région de rejet. Les valeurs limites sont
appelées valeurs critiques.

La décision dépend donc de I’échantillon. Ainsi qu’elle que soit la décision prise, le hasard
de I’échantillonnage peut fausser les conclusions. Quatre situations doivent en effet étre
envisagées:

L’acceptation de I'hypothese nulle alors qu'elle est vraie, le rejet de I'hypothese nulle alors
qu'elle est vraie, l'acceptation de I'hypothése nulle alors qu'elle est fausse, le rejet de
I'nypothese nulle alors qu'elle est fausse.

Dans le premier et le dernier cas, la conclusion obtenue est correcte, mais il n'en est
malheureusement pas de méme dans les deux cas intermédiaires. L'erreur qui consiste a
rejeter une hypothése vraie est appelée erreur de premiére espece et désignée par RHo/Ho.
Accepter une hypothese fausse est une erreur de seconde espéce, elle est désignée par
AHo/H;.

Les probabilités d’aboutir a de telles conclusions erronees sont les risques de premiere et de
deuxieme espéce, désignés respectivement par o et 3.

o= p(RHo/Ho) B = p(AHo/Hl)

Le risque de premiére espece a est appelé aussi seuil de signification du test, fixé treés souvent
a5 %. La probabilité contraire de o désigne le niveau de confiance du test.

l-a = p(AHo/Ho)
La probabilité contraire de 3 désigne la puissance du test.
1-B = p(RHo/Hy)

On peut présenter une table de décision comme suit :

Décision prise
Accepter Ho Accepter H;
Ho 1-a o : erreur de premiére espéce
Hypothese Niveau de confiance
vraie | Hj|B : erreur de deuxiéme espece 1-B
Puissance du test

La détermination des valeurs limites de la région d’acceptation de I’hypothése nulle dépend
de I’hypothése alternative Hy, ainsi on distingue le test bilatéral et le test unilatéral.
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2.1. Test bilatéral

Un test est dit bilatéral si la condition de rejet est indépendante du signe de I’écart observé
entre les caractéristiques comparées. Les hypothéses formulées du test bilatéral sont :

Ho:0=1t, et Hi:0#1

0 et ty sont les caractéristiques comparées.
La regle de décision peut étre représentée ainsi :

0 #1tg 0=t CEAN)
Région de rejet de Hy | Région d’acceptation de Hy | Région de rejet de Ho
Al A2

Al et A2 sont les valeurs critiques qui délimitent la région d’acceptation.
La région d’acceptation est donc I’intervalle [Al ; A2].
PALLt<A2)=1-a
p(to < Al) = p(to > A2) = a/2
2.2. Test unilatéral

Un test est dit unilatéral si I’hypothése alternative désigne qu’une caractéristique est
strictement supérieure ou inférieure a I’autre. On parle respectivement de test unilatéral a
droite ou a gauche.

2.2.1 Test unilatéral & droite
Les hypotheses formulées du test unilatéral & droite sont :
Ho:0=1t, et Hi:0>1

La regle de décision peut étre représentée ainsi :

0 <ty 0>t
Région d’acceptation de Ho | Région de rejet de Hy
A
A désigne la valeur critique qui délimite la région d’acceptation.
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La région d’acceptation est donc I’intervalle J-oo ; A].
Pth<A)=1-a
p(to>A)=a

2.2.2. Test unilatéral a gauche
Les hypotheses formulées du test unilatéral & gauche sont :

Ho:0=1t, et Hi:0<t
La regle de décision peut étre représentée ainsi :

0 <ty 0>t
Région de rejet de Hy | Région d’acceptation de Hyp
A
A désigne la valeur critique qui délimite la région d’acceptation.
La région d’acceptation est donc I’intervalle [A ; +oo [.

P(to<A)=a
p(to > A) =1l-a
pour récapituler, la démarche d’un test statistique est formée des étapes suivantes :

Formuler les hypothéses Hy et H; ;

Fixer le seuil de signification o ;

Préciser la loi de probabilité de I’écart observé, appelé aussi variable de décision ;
Calculer la valeur numérique de la variable de décision ;

Déterminer les valeurs critiques qui délimitent la région d’acceptation ;

Prendre la décision et conclure.

o gk wbdpE

I11. TESTS STATISTIQUES SUR LES MOYENNES

3.1. Test de conformité d’une moyenne

Formulation de I’hypotheése nulle :

On attribue la valeur my pour moyenne dans une population dont la vraie moyenne m est
inconnue, et on veut juger la validité de cette hypothese.
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Ce test a pour but de Vérifier si la moyenne m d’une population est ou n’est pas égale a une
valeur donnée my, appelée norme.

L hypothése nulleestdonc: Hy m=mg

Variable de décision :

On extrait de la population un échantillon aléatoire et simple dans lequel la moyenne observée
xest en général différente de my, il s’agit d’expliquer cette différence.

La variable de décision du test correspond a I’estimation de m qui est la moyenne de
I’échantillon :

VD =x

Pour une population normale d’écart type o connu, la variable de décision est elle-méme
normale de moyenne my et d’écart type. La variable de décision centrée réduite est donc :

X—MmO
VDR= o
Jn
VDR est alors une variable normale réduite N(O ; 1).

Si la distribution de la population parent est inconnue, la quasi-variance sera utilisée comme
estimation de la variance de la population. Pour un effectif suffisamment élevé, la variable de
décision peut toujours étre considérée comme une variable approximativement normale. C’est
généralement le cas lorsque I’effectif est supérieur a 30. Dans le cas contraire (n < 30), la
variable de décision réduite VDR peut toujours étre considérée comme une variable de
Student a (n-1) degré de liberté.

Région d’acceptation :

La région d’acceptation dépend de I’hypothese alternative H.

a) Test bilatéral :
Ho:m=my et Hy:m=mg

Les valeurs critiques qui délimitent la région d’acceptation sont, pour une distribution
normale réduite ou asymptotiqguement normale réduite, Z1 et Z2 telles que :

p(ZL<VDR<Z2)=1-a

p(VDR<Zl)=o2 = Z1=Za
2

P(VDR>Z2)=0/2 = p(VDR<Z2)=1-a2= Z2=Z, a
2
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La région d’acceptation est donc I’intervalle [Za ; Zy_a].
2 2

On accepte I’hypothése nulle si la variable de décision réduite appartient a la région
d’acceptation. Sinon, c’est I’hypothese alternative qui est acceptée.

Remarque :

Puisque la région d’acceptation est symétrique, on rejette I’hypothése nulle si :

VDR| > 2 a

b) Test unilatéral a droite :
Ho: m=mg et Hi:m>mg

La valeur critique qui délimitent la région d’acceptation est, pour une distribution normale
réduite ou asymptotiquement normale réduite, Z telle que :

p(VDR<Z)=1l-0 = Z=Zia

La région d’acceptation est donc I’intervalle J-co ; Z1-«].

c) Test unilatéral a gauche :
Ho: m=mg et Hi:m<mg

La valeur critique qui délimitent la région d’acceptation est, pour une distribution normale
réduite ou asymptotiquement normale réduite, Z telle que :

p(VDR<Z)=a = Z= Za

La région d’acceptation est donc I’intervalle [ Za ; +oo[.
Remarque :

Pour une distribution de probabilité inconnue, et lorsque I’effectif de I’échantillon est
inférieur a 30, la variable de décision réduite VDR peut toujours étre considérée comme une
variable de Student a (n-1) degré de liberté. Les valeurs de Z sont remplacées par les valeurs
de T de la loi de Student avec (n-1) degré de liberté.
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Exemple :

Le diametre des billes fabriquées par une machine est en moyenne de 6 mm. Pour contrdler si
la machine est bien réglée, on a prélevé un échantillon de 50 billes et on a mesuré leur
diametre. On a trouvé :

> x; =350 D x;2=2462

La machine est-elle bien réglée au seuil de signification de 95 %?

Pour répondre a cette question, on doit vérifier si le diametre moyen des 50 billes observées,
est conforme & la norme de 6 mm. Il s’agit donc de faire un test de conformité de la moyenne.

Hypothése nulle :

Il s’agit d’un test bilatéral — Hp m=6 Hy:m=6

Variable de décision :

La variable de décision du test correspond a I’estimation de m qui est la moyenne de
I’échantillon :

_ 2X_350
- —:—:7
vb 50 50
La variable de décision peut étre considérée comme une variable approximativement normale.

La variance de la population peut étre estimée par la quasi-variance.

Y Y 0-X)? _ no? _ 50,2462 oz _
F=F0d i 49ls0 (=024

o=40,24 = 0,49

VDR = X=M0 = 7=6 = 14 43

A 0.49
g 50
n

Région d’acceptation :

La région d’acceptation est Iintervalle [Za ; Z;_a ].
2 2
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Au seuil de signification de 95 % (o = 0,05), les valeurs critiques qui délimitent la région
d’acceptation sont :

Za=Zpps=-1,96
2

Zy_a=2Zogrs=1,96
2

La région d’acceptation est donc I’intervalle [-1,96 ; 1,96].
On rejette I’hypothese nulle car la variable de décision réduite n’appartient pas a la région
d’acceptation. La machine n’est donc pas bien réglée au seuil de signification de 95 %

3.2. Test de comparaison des moyennes de deux échantillons indépendants

Ce test a pour but de comparer les moyennes de deux populations a I'aide de deux
échantillons.

Soient deux échantillons aléatoires et non exhaustifs préleves respectivement dans une
population 1 de moyenne inconnue m; et dans une population 2 de moyenne inconnue m. les

moyennes observees des deux échantillons x1 et x2sont en genéral differentes, il s’agit
d’expliquer cette différence.

Formulation de I’hypothése nulle :

Ce test a pour but de vérifier si la moyenne m; d’une population est ou n’est pas égale a la
moyenne m; d’une autre population.

L hypothése nulleestdonc: Hy, m;=m;,

Variable de décision :

La variable de décision du test correspond a la différence entre les moyennes observees des
deux échantillons :

VD =x- X2

Une distinction est faite entre le cas de deux populations de variances inégales et le cas de
deux populations de variances égales.
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a) cas de deux populations de variances inégales

Pour des populations normales (variances connues), les variables xi1- x2sont des variables
normales de moyennes respectivement m; et m et d’écarts type respectivement % et GTZ
n n2

. La variable de décision est elle-méme normale de moyenne (m;-m,) et d’écart type
o, 022
m n

Sous I’hypothese nulle, (m;-m,)=0. La variable de décision centrée réduite :

VDR = —XX2)
o’ 0%2
n n2
Est donc une variable normale réduite N(O ; 1).

Si les distributions des populations parents sont inconnues, pour des effectifs suffisamment
élevés, la variable de décision peut toujours étre considérée comme une variable
approximativement normale. C’est généralement le cas lorsque les effectifs sont supérieurs a
30. Dans le cas contraire, la variable de décision réduite VDR peut toujours étre considérée
comme une variable de Student a (n; + n, - 2) degré de liberté.

b) cas de deux populations de variances inégales

Dans le cas ou les populations sont de variances égales, une estimation de la variance
commune aux deux populations est donnée par :

o > (xi-x1)2+ > (Xi—x2)?

n+n2-2

la variable de décision réduite devient :

VDR = (X2 _  (u-x2)
N N N l L
\/on?rro; \/o-2 (n1+n2)
VDR = (u=x2)
\/z(xi—§1)2+z(xi—§2)z, 1.1
)
n-+n2—2 n n2
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Si les distributions des populations parents sont inconnues, pour des effectifs suffisamment
élevés, la variable de décision peut toujours étre considérée comme une variable
approximativement normale. C’est généralement le cas lorsque les effectifs sont supérieurs a
30. Dans le cas contraire, la variable de décision réduite VDR peut toujours étre considérée
comme une variable de Student a (n; + n, - 2) degré de liberté.

Région d’acceptation :

La région d’acceptation dépend de I’hypothese alternative H.
a) Test bilatéral :
Ho:my=m, et Hi:mg=m;

Les valeurs critiques qui délimitent la région d’acceptation sont, pour des distributions
normales réduites ou asymptotiquement normales réduites, Z1 et Z2 telles que :

p(ZL<VDR<Z2)=1-a

p(VDR<Zl)=of2 = Zl1=Za
2

P(VDR>Z2)=0/2 = p(VDR<Z2)=1l-a2= Z2=Z, a
2

La région d’acceptation est donc I’intervalle [Za ; Zy_a].
2 2

On accepte I’hypothése nulle si la variable de décision réduite appartient a la région
d’acceptation. Sinon, c’est I’hypothese alternative qui est accepteée.

Remarque :

Puisque la région d’acceptation est symétrique, on rejette I’hypothése nulle si :

VDR| > Z;_a
2
b) Test unilatéral a droite :
Ho:my=m, et Hi:mi>mp

La valeur critique qui délimitent la région d’acceptation est, pour des distributions normales
réduites ou asymptotiquement normales réduites, Z telle que :

p(VDR<Z)=1l-0 = Z=7Zlaq

La région d’acceptation est donc I’intervalle J-oo ; Z1-«].
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c) Test unilatéral a gauche :

Ho:my=m, et Hi:mg<m;

La valeur critique qui délimitent la région d’acceptation est, pour des distributions normales
réduites ou asymptotiquement normales réduites, Z telle que :

p(VDR<Z) =« = Z=Za
La région d’acceptation est donc I’intervalle [ Za ; +oo[.

Remarque :

Pour des distributions de probabilités inconnues, et lorsque les effectifs des échantillons sont
inférieurs a 30, la variable de décision réduite VDR peut toujours étre considérée comme une
variable de Student a (n-1) degré de liberté. Les valeurs de Z sont remplacées par les valeurs
de T de la loi de Student avec (n-1) degré de liberté.

Exemple :

Pour savoir s’il existe une différence d’assiduité entre les filles et les garcons, on a choisi de
maniere aléatoire et simple un premier échantillon de 10 filles et de facon indépendante, un
deuxieme échantillon de 10 garcons. En fonction des résultats ci-dessous relatifs aux notes
d’assiduités (note sur 100), et en supposant que les variances des deux populations sont
égales, peut-on conclure, au seuil de 5 %, a I’existence d’une différence significative entre les
deux sexes ?

Assiduité 72 67 52 54 46 58 59 54 58 63
des filles

Assiduité 66 | 59 | 54 | 57 | 63 | 55 | 61 | 55 | 66 | 75
des garcons

Pour répondre a cette question, on doit réaliser un test de comparaison de deux moyennes.

Hypothése nulle :

Ce test a pour but de Vérifier si I’assiduite moyenne m; des filles est ou n’est pas égale a
I’assiduité moyenne m, des garcons.

Il s’agit d’un test bilatéral :
Ho:my=m, et Hi:mg=m;
Variable de décision :

Les deux échantillons sont indépendants, les populations sont de variances égales, la variable
de décision centrée réduite est donc:
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(X1-X2) _ 58,3-61.1

514,1+390,9, 1
\/Z(X' X1+ Y (i xz)2,1 1 \/10+102(10 10)
n-+n2—2 n

VDR = - 0,88

Région d’acceptation :

VDR|=0,88

Pour a. = 0,05, la valeur de t;_« avec 18 degrés de liberté est : tog75 = 2,101
2

[\/DR| < tl_%, on accepte donc I’hypothése nulle. C’est a dire, il n’y a pas de différence

significative entre I’assiduité des deux sexes.

3.3. Test de comparaison des moyennes de deux échantillons appariées

Ce test a pour but de comparer les moyennes de deux populations a I'aide de deux
échantillons associés par paires. C’est le cas ou on soumet les mémes individus, choisis dans
une population donnée, a deux types d’observations.

Formulation de I’hypothése nulle :

Ce test a pour but de vérifier si la moyenne m; d’une population sous une forme donnée est ou
n’est pas égale a la moyenne m; de la méme population sous une autre forme.

L’hypothése nulleestdonc: Hy, m;=m;,

Variable de décision :

Soient deux séries de n observations chacune, Xi, Xz, ..., Xn, €t Y1, V2, ..., Yn . On travaille avec
la série des différences :

di =X - Vi

La variable de décision du test correspond a la moyenne des différences :

VD =d
Pour une population normale, la variable de décision est elle-méme normale de moyenne. La
variable de décision centrée réduite est donc :

VDR = -
od

o

VDR est alors une variable normale réduite N(O ; 1).
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Si la distribution de la population parent est inconnue, pour un effectif suffisamment élevé, la
variable de décision peut toujours étre considérée comme une variable approximativement
normale. C’est généralement le cas lorsque I’effectif est supérieur a 30. Dans le cas contraire
(n < 30), la variable de décision réduite VDR peut toujours étre considérée comme une
variable de Student a (n-1) degré de liberté.

Région d’acceptation :

La région d’acceptation est identique a celle du test précédent. Elle dépend toujours de
I’hypothese alternative H.

a) Test bilatéral :
Ho:my=m, et Hi:mg=m;

La région d’acceptation est I'intervalle [Za ; Z;_«a ].
2 2

On accepte I’hypothése nulle si la variable de décision réduite appartient a la région
d’acceptation. Sinon, c’est I’hypothese alternative qui est acceptée.

Remarque :

Puisque la région d’acceptation est symétrique, on rejette I’hypothése nulle si :

VDR| > 2 a

b) Test unilatéral a droite :
Ho:mi=m, et Hy:mi>mp
La région d’acceptation est I’intervalle ]-o0 ; Z1-«].
c) Test unilatéral a gauche :
Ho:mi=m, et Hy:mi<mp
La région d’acceptation est I’intervalle [ Za ; +oo.

Remarque :

Pour des distributions de probabilités inconnues, et lorsque les effectifs des échantillons sont
inférieurs a 30, la variable de décision réduite VDR peut toujours étre considérée comme une
variable de Student a (n-1) degré de liberté. Les valeurs de Z sont remplacées par les valeurs
de T de la loi de Student avec (n-1) degré de liberté.
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Exemple :

Un chef de produit souhaite tester I’effet d’un nouvel emballage sur les ventes d’un produit.
Un échantillon aléatoire de 20 magasins est constitué, puis scindé en deux échantillons de 10
unités, couplés sur la base de leurs ventes hebdomadaires. L’un des magasins de chaque
couple propose le produit dans son nouvel emballage, tandis que I’autre magasin présente le
produit dans I’ancien emballage. Les ventes enregistrées sont indiquées dans le tableau ci-
dessous. Peut-on parler d’un effet positif du nouvel emballage ?

Couple | Nouvel emballage | Ancien emballage | Différence (di)
1 4580 3970 610
2 5190 4880 310
3 3940 4090 -150
4 6320 5870 450
5 7680 6930 750
6 3480 4000 -520
7 5720 5080 640
8 7040 6950 90
9 5270 4960 310
10 5840 5130 710

Pour répondre a cette question, on doit réaliser un test de comparaison de deux moyennes.

Hypothése nulle :

Ce test a pour but de verifier si, en moyenne, les ventes enregistrées avec le nouvel emballage
m; sont ou ne sont pas égales aux ventes enregistrées avec I’ancien emballage m,.

Il s’agit d’un test unilatéral a droite :
Ho:my=m, et Hi:mi>m;
Variable de décision :

Les deux échantillons sont associés par paires, la variable de décision centrée réduite est donc:

VDR= -4 =_320 -7 467

“d 410,96
(o2
— 1
o V10
Région d’acceptation :

VDR|= 2,462

Pour o = 0,05, la valeur de ti-« avec 9 degrés de liberté est : to o5 = 1,833

[\/DR| > ti-a, on rejette donc I’hypothese nulle. C’est a dire, on peut conclure que le nouvel
emballage est plus performant que I’ancien.
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3.1. Analyse de la variance

C’est une méthode statistique pour tester I'égalité de plusieurs moyennes. La méthode repose
sur les postulats suivants: les échantillons aléatoires proviennent de populations distribuées
normalement et ayant la méme variance. Comme ces suppositions de base ne sont pas toujours
satisfaites en pratique, I'analyste dispose aussi de méthodes dites non paramétriques pour comparer
les échantillons entre eux.

Formulation de I’hypothése nulle

L'analyse de variance, sert a effectuer le test de I'égalité de plusieurs moyennes. On écrit comme
suit les hypotheses:

Ho: m1=m2=..=m]
H1: au moins une des moyennes est différente des autres.

En effet, l'analyse de variance est une technique d'analyse statistique qui permet de tester

globalement I'égalité des moyennes de J populations normales dans lesquelles on suppose que les
variances sont égales (o’ =o. =....=c- =c>), méme si elles demeurent inconnues. L'analyse de

variance constitue une extension a J populations normalement distribuées, J > 2, du test de
comparaison des moyennes de deux échantillons indépendants.

Modeéles d'analyse de variance

Les modeéles varient selon le nombre de facteurs contr6lés. On aura ainsi le modéle a un facteur,
le modéle a 2 facteurs sans interaction et le modeéle a 2 facteurs avec interaction.

3.4.1. ANALYSE DE VARIANCE A UN FACTEUR

On essaie de découvrir si un seul facteur peut expliquer ou non les variations constatées dans les
observations Yjj. Au départ, on dispose d'échantillons prélevés aléatoirement dans des populations

normales dans lesquelles les variances sont supposées égales (c. = o, = o, =..= G.). Le tableau
suivant illustre la notation indicée: par exemple, Y91 représente la deuxieme observation
prélevée de la premiere population. Dans chaque échantillon, on a aussi calculé le total des
observations, la moyenne et la variance.
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Matrice des données

Population  |p1: N(m1,61) |P1: N(mM2,62) ... |P1:N(mij,oj)
Yll Y12 Ylj
Y1 Y22 Y
Yni1 Yn22 Yoil
Total T1 T2 Tj
Moyenne \?1 \?2 \?j
Variance Sz 522 .. ]
N=n, +n,+..+n, Grand total = T Moyenne générale =Y

Equation fondamentale de I'analyse de la variance

L'analyse de la variance développée par Fisher repose sur la comparaison de deux estimateurs de
la variance o2 commune aux J populations normales.

a) Estimation de o2 par &2

Un premier estimateur de o2, noté o2, est obtenu a partir de I'ensemble des N =n, +n,+...+n,

observations en divisant la somme totale des carrés, STC, par ses degrés de liberté, soit (N-1). La
statistique qui en découle est donnée par l'expression suivante:

J Nj _ 9
Y. - Y
&ZZSTC:;;( ' )
T N-1 N-1
b) Estimation de o2 par &2,

Un deuxiéme estimateur de o2, noté o, est obtenu cette fois en mesurant la variabilité existante

entre les moyennes des échantillons. On l'appelle parfois la moyenne des carrés inter-groupes, ou
la moyenne des carrés due aux traitements. Dans ce qui suit, on la nomme la moyenne des carrés
due au facteur (MCF); elle est calculée en divisant la somme des carrés due au facteur (SCF) par
ses degrés de liberté, (J-1):
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J —_—2
SCF _zn"(?"_Y)

=1

-1 J-1

64, = MCF =

. . ~2
c) Estimation de o2 par o,

Un troisiéme estimateur de o2 est obtenu cette fois en combinant les variances intra-échantillons (
S, S2, ..., S?) déja présentées dans le tableau des données. La pondération attribuée a Sf sera

égale aux degrés de liberté de cette statistique, soit (nj —1), =1, 2, ..., J. L'estimateur est appelé la

moyenne des carrés due a l'erreur (MCE) et il est donné par les expressions équivalentes suivantes:

J _ , Jon S )
SCE 2.0, -1p i 2.2.(% V)

“N-J  N-J N-—J

o2 = MCE

Les trois sommes de carrés présentées plus haut ne sont pas totalement indépendantes les unes des
autres. Il existe en effet un résultat important qui montre que la somme totale des carrés est égale a
la somme des deux autres sommes de carres:

STC = SCF + SCE

C'est cette relation qui s'appelle I'équation fondamentale de I'analyse de la variance. La variabilité
totale entre les observations est décomposée en une part due aux différences entre les modalités du
facteur et une part de variabilité résiduelle.

Formules équivalentes

Pour effectuer les calculs a l'aide d'une calculatrice €lectronique, il est préférable d'utiliser les
formules suivantes qui sont algébriquement équivalentes aux précédentes:

J N T2
STC=3 3 v;
j=i i=1 N
J 2 T2
N
SCF Zn .

SCE =STC - SCF
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Tableau d'analyse de variance a un seul facteur

Il est d'usage de présenter les résultats d'une analyse de variance a un seul facteur dans un tableau

comme celui-ci:

Cours Echantillonnage et Estimation

Analyse de variance a un facteur

Source de variation Somme des carré  Degrés de liber]  Moyenne des carré

Facteur SCF J-1 MCF MCE
MCE

Erreur SCE N-J MCE

Totale SCT N-1

Quand Hy, est vraie, MCF et MCE constituent deux estimateurs indépendants de 2 de sorte que le

~ MCF . . . . . I
rapport F = MgE obéit a une loi de Fisher avec ( J-1 ) et ( N-J) degrés de liberté. En vertu

méme de la construction du rapport F , on devra rejeter I'nypothese nulle de I'égalité des moyennes

. . . ~ M
Ho: u1=pp=..=py auseuil a sietseulement sila valeur de F= est plus grande

que la valeur critique de la table F{_. o (J-1) et (N-J) dI

Exemple :

Un manufacturier japonais de puces électroniques songe a implanter une nouvelle usine au Maroc
afin de desservir tout le marché nord-africain. Il hésite entre trois villes: Tanger, Casablanca et
Eljadida. Selon son point de vue, le critere le plus important a prendre en considération pour
déterminer I'emplacement de cette nouvelle usine est l'assiduité au travail des ouvriers.

Le manufacturier a visité au hasard dans chacune des villes considérées cing grandes usines de
fabrication et il a obtenu des administrateurs le taux d'absentéisme par 3500 journées de travail.
Les résultats sont reproduits dans le tableau ci-dessous.

Données numériques

Ville Echantillon Total Moyenne Variance
Tanger 141; 127 ;111; 124 ; 144/ T1 = 647 ?1 = 1294 S21 =180,3
Casablanca |157; 131; 105; 132 ; 163| T2 = 688 Y2 = 137.6 S22 =539,8
Eljadida | 183; 161; 145 ; 157 ; 189| T3 = 835 Y3 =167 $?3 = 340
J=3 N =15 T = 2170 Y =144,67
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A un seuil de 5%, peut-on conclure que le taux d'absentéisme au travail est le méme en moyenne
dans ces 3 villes?

On calcule en premier lieu les trois sommes des carrés:

_ 21702
STC = 12”21\( N = 1411272441892 — S5O0 = 814933
J _ 6472 6862 , 8352 _ 21702 _
SCF = 2 2+ 52 [e = 390893

SCE = 8149,33 - 3908,93 = 4240,40

Ce qui permet la construction du tableau de l'analyse de variance.

Tableau d’analyse de variance a un facteur

Source de variation | Somme des carrés | Degrés de liberté | Moyenne des carrés
Facteur 3908,93 2 1954,467 5,53
Erreur 4240,40 12 353,367

Totale 8149,33 14

A un seuil o =5%, on ne peut pas conclure que l'assiduité des travailleurs a leur travail soit la

méme en moyenne dans ces 3 villes puisque la valeur observée 5,53 de F est supérieure a la
valeur critique Fyog532et12dl = 389 obtenue de la distribution de Fisher a 2 et 12 degrés

de liberté.

3.1.2. ANALYSE DE VARIANCE A DEUX FACTEURS SANS
INTERACTION

On essaiera dans ce chapitre-ci de découvrir si deux facteurs A et B peuvent expliquer ou non
les variations constatées dans les observations aléatoires Yij;.
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La matrice des données

Au départ, l'analyste dispose d'échantillons prélevés aléatoirement de populations normales dans
lesquelles les variances sont présumées égales. Le tableau ci-dessous illustre la notation indicée.
Ainsi, Y3o représente la valeur de l'observation prélevée quand le premier facteur est a son
troisieme niveau (ou modalité) et que le second facteur est a son deuxieme niveau; par ailleurs,
T,. et Y,, désignent le total et la moyenne des observations quand le premier facteur est maintenu
a son deuxieme niveau (l'indice sur lequel la sommation a été effectuée est remplacé par un e).
Toutes les combinaisons possibles des modalités des facteurs donnent lieu a 1J «traitements». A
remarquer qu'il n'y a qu'une seule observation pour chaque traitement, c'est-a-dire une seule
valeur numérique dans chacune des cellules du tableau.
Matrice des données

Facteur A\ FacteurB | 1 2 ... J Total | Moyenne
1 Y11 Y12 ... Y13 T. Vl
2 Y21 Y22 . Y23 T, Y,.
3 Y32 ...
....... etc.........
| Yiz Y Y T Y,
Total T, T, .. T, T
Moyenne Y., Y, .. Y., Y

Tableau d'analyse de variance a deux facteurs sans répétition

Les résultats d'une analyse de variance a deux facteurs sans répétition se présentent dans un
tableau comme celui-ci:
Analyse de variance a deux facteurs sans répétition

Source de variation | Somme des carrés | D.L. Moyenne des carrés =

Facteur A SCFA I-1 MCFa MCFp / MCE
Facteur B SCFg -1 MCFg MCFg / MCE
Erreur SCE (1-1)(J-1) | MCE

Totale STC 1J-1
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Les diverses sommes des carrés et moyennes des carrés sont calculées a l'aide des formules
suivantes:

i=1l j=1
| T2 T2
SCF, = > —* - —
o J 1J
I T2 2
T
SCFy =Y —l——
=L

SCE = STC - SCF, — SCF,

En se basant sur les résultats présentés au tableau, on déduit que les tests sur le facteur A et sur le
facteur B s'effectuent exactement comme dans le cas de I’analyse de variance a un facteur, a savoir
au moyen des statistiques :

Exemple :

Sur le marché, il existe quatre machines différentes, M1, M2, M3, et M4 pouvant servir a
I'assemblage d'un produit a haute teneur technologique. On a alors décidé de toutes les essayer et
dutiliser les opérateurs qualifiés pour comparer les dites machines. Comme ce travail exige
beaucoup de dextérité manuelle de la part de l'usager, on s'attend a ce qu'il y ait des différences
importantes entre opérateurs et peut-étre aussi entre machines. C'est dans un ordre aléatoire et en
laissant écouler beaucoup de temps entre les tests que les opérateurs ont été assignés aux machines
afin de controler I'effet d'apprentissage. Voici les temps (en minutes) mesurés lors de ces tests.

Données numériques

M1 Mo M3 My Total | Moyenne
Opérateurs
Machines
o] 42 45 55 50 192 48
02 39 41 52 46 178 44,5
O3 38 39 48 42 167 41,75
O4 43 45 54 48 190 47,5
Og 44 45 56 49 194 48,5
Total 206 215 265 235 921
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Y a-t-il des différences significatives au niveau 5% entre les cing opérateurs d'une part et entre les
quatre machines d'autre part quant au temps moyen nécessaire a lI'assemblage de ce produit?

On calcule en premier lieu les quatre sommes des carrés:

. J
STC = Y3 ¥¢ - 1 = 4224 45741492 - 921 _ 545,95
i=1j-1

| T_2
_ N le T2 1022441042 9212 _
SCFA = 2, 3 13 7 20 131,20

J T2
SCFB = z IJ _ E _ 2062 +...+ 2352 _ 9212 — 410’15

j=1

1J 5 20

SCE = 548,95 - 131,20 - 410,15 = 7,60

Ce qui permet la construction du tableau de l'analyse de variance ci-dessous.

Analyse de variance a deux facteurs sans répétition:

Source de variation Somme des carrés D.L. | Moyenne des carrés | F
Facteur A= Hommes 131,2 4 32,8 51,79
Facteur B = Machines | 410,15 3 136,72 215,87
Erreur 7,6 12 0,63

Totale 548,95 19

En examinant les valeurs F observées 51,79 et 215,87 qui sont toutes deux supérieurs aux valeurs
théoriques F g5 34 et 12d] = 326 et F o533t 12 d] = 349 on peut rejeter les deux
hypothéses nulles et conclure qu'il y a d'une part, des différences significatives entre les cing
opérateurs quant au temps moyen nécessaire a l'assemblage de ce produit et d'autre part, des
différences significatives entre les quatre machines.
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3.1.3. ANALYSE DE VARIANCE A DEUX FACTEURS AVEC
INTERACTION

Bien des recherches ont pour but d'étudier I'impact de plusieurs facteurs sur le résultat d'une
expérience. Dans ce qui suit on tentera de découvrir si deux facteurs A et B peuvent expliquer
ou non les variations constatées dans les observations Yijy

On dispose de 1J échantillons de taille K (K>1) prélevés aléatoirement de populations
normales dans lesquelles les variances sont présumées égales. Le tableau suivant illustre la
notation indicée: par exemple, Y324 renvoie a la quatrieme observation prélevée quand le
facteur A est a son troisieme niveau (ou modalité) et que le facteur B est a son deuxieme
niveau. Ainsi, T,., représente le total des observations quand le premier facteur est maintenu
a son deuxiéme niveau, alors que Y,,, désigne la moyenne des observations quand le second

facteur est maintenu a sa troisiéme modalite.
Toutes les combinaisons possibles des modalités des facteurs donnent lieu a 1J «traitements».
A remarquer enfin qu'il y a ici le méme nombre d'observations dans chacune des 1J cellules,
soit K, et cette valeur est supérieure a l'unité.

Matrice des données

Facteur A \ Facteur B 1 2 J Total Moyenne
Y111 Y121 Y111
Y112 Y122 Y132 -
1 I V..
Y11K Y12K Y1IK
Y211 Y221 Y11
Y Y Y —
) 212 222 132 T, .
Y21K Y22k YUK
Total T.. T.. T,. T =grand
total
Moyenne Y-l- Y.z. Y.J. V _
moyenne
générale
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Tableau d'analyse de variance a deux facteurs avec répétitions

Les résultats d'une analyse de la variance a deux facteurs avec répétitions sont habituellement
présentés dans un tableau comme celui-ci

Analyse de variance a deux facteurs avec répétitions

Source de variation | Somme des Degrés de liberté | Moyenne des F

carrés carrés
Facteur A SCFa I-1 MCFa MCFpa / MCE
Facteur B SCFg J-1 MCFg MCFg / MCE
Interaction SCI (1-1)(J-1) MCI MCI / MCE
Erreur SCE 1J(K-1) MCE
Totale STC 1JK-1

Les sommes des carrés et les moyennes des carrés sont calculées a l'aide des formules
suivantes:

i=1 j=1 k=1
| TZ T2
SCF, = Y —= _—
o JK UK
N 2
T
SCFy=> —b —
~ K K

[ T_? I J T2_ T2
_ e N liee N _eje 1
SCl=2.2 K 2 JK K

i=1 j=1 i=1 i IK

SCE = STC-SCF, - SCF; — SCI

En se basant sur les résultats présentés au tableau, on déduit que les tests sur la présence
d’interaction, sur le facteur A et sur le facteur B s'effectuent exactement comme dans le cas de
I’analyse de variance a un facteur, a savoir au moyen des statistiques :

= MCI
F1=MCE
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= MCA
FA=MCE

~~_MCB
FB=
MCE
L'analyse de variance doit vérifier en premier lieu si l'interaction entre les deux facteurs est

importante; si la réponse est négative, on pourra considérer ensuite les deux autres tests
disponibles dans le tableau de l'analyse de la variance.

La présence d’interaction entre les deux facteurs signifie que les résultats sous les niveaux
d'un facteur se comportent différemment selon les différents niveaux de l'autre facteur.

Exemple :

Il est difficile de prédire le temps nécessaire pour apprendre a programmer en langage C++.
On a demandé a 24 programmeurs qui ne connaissaient pas ce langage de prédire le nombre
d’heures nécessaires pour apprendre les principales commandes en langage C++ et effectuer
ensuite un certain projet. Les programmeurs ont été classifiés selon leur type d’expérience et
leur nombre d’années d’expérience. Quand le projet fut terminé, tous sans exception avaient
sous-estimé le temps effectivement requis pour accomplir cette tdche. Dans le tableau qui
suit, on a ces erreurs de prévision (en heures).

Données numériques

TYPE D’EXPERIENCE NOMBRE D’ANNEES D’EXPERIENCE
Moinsde 2 ans | Entre2et5ans | Plus de 5 ans Total
Sur petits systemes 25 12 10 167
seulement 22 10 9
18 14 11
20 8 8
Sur gros systemes 30 20 14 341
seulement 38 28 15
45 29 26
44 28 24
Total 242 149 117 508

Que ce soit sous l'angle «Type d'expérience» ou «Nombre d'années d'expérience», existe-t-il
globalement des différences significatives entre les groupes?

L'analyse de ces données doit vérifier en premier lieu si l'interaction entre les deux facteurs
est importante; si la réponse est négative, on pourra considérer ensuite les deux autres tests
disponibles dans le tableau de l'analyse de la variance et répondre aux deux questions ci-
dessus.

Calculons d'abord les quatre sommes des carrés:

I J K
sTC=% ¥ Yv2 - T 5241024 1042 % — 2737,33

i—1jak=1 1K K
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ST T2 167243412 5082

SCFA = > i T 1674 08" _ 1261,50

J Tozjo 2 2 2 2 2
SCFB = > —J*_ T2 _ 242 149 1P 508 _ 05408

1K K 8 8 8 24

2 2 2.

PN S L
sC| = 852+4+ 792 1672;23412 B 2422+14é92+1172 + 5048{2 — 61,75

SCE = STC — SCFA - SCFB -SCI = 2737,33 — 1261,50 — 1054,08 — 61,75 = 360

ce qui permet la construction du tableau de I'analyse de variance suivant :

Analyse de variance a deux facteurs avec répétitions

Source de variation Somme des carrés | D.L. | Moyenne des carrés | F
Facteur A: 1261,5 1 1261,5 63,075
Type d'expérience

Facteur B: 1054,08 2 527,04 26,35
Nombre d'années d'expérience

Interaction 61,75 2 30,875 1,54
Erreur 360 18 20

Totale 2737,33 23

En examinant en tout premier lieu le test sur I’interaction, on peut vérifier que la valeur F, =
1,54 est inferieure a la valeur critique de la table, soit F g g5 3 2 et 18 dI = 3.55. on doit

conclure qu'il n'y a pas d'interaction significative entre les deux facteurs Type d'expérience et
Nombre d'années d'expérience.
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Cette constatation justifie la poursuite de l'analyse de la variance. Comme les valeurs Fa=
63,075 et Fg =26,35 sont supérieures respectivement aux valeurs critiques de la table F g g5 3

1et18 dl =44l etF o532 et 18 dI = 3,95, on doit conclure qu'aussi bien sous I'angle

«Type d'expérience» que «Nombre d'années d'expérience», il existe globalement des
différences significatives entre les groupes.

IV. TESTS STATISTIQUES SUR LES VARIANCES
4.1. Test de conformité d’une variance

Formulation de I’hypothése nulle :

Ce test a pour but de vérifier si la variance 2 d’une population est ou n’est pas égale a une
valeur donnée 2, appelée norme.

L’hypothese nulle estdonc: Hy o2 = 6%

Variable de décision :

On extrait un échantillon aléatoire non exhaustif de taille n. La variable de décision du test
correspond a :

> (6—X)?

VD = =2 —

La variable de décision possede une distribution khi deux a (n-1) degrés de liberté.

Région d’acceptation :

La région d’acceptation dépend de I’hypothese alternative H.

Test bilatéral :
Ho:o02=0% et H;:o?2 # o%

Les valeurs critiques qui délimitent la région d’acceptation sont y2; et 2, telles que :
p(xy221 SVD<y%)=1-a

VD<) =2 = g = fe

p(VD >y%)=a/l2 = p(VD < y%) =1-0/2 = Y2 = ;(21_%
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La région d’acceptation est donc I’intervalle [ y2a ; x%_a 1.
2 2

On accepte I’hypothése nulle si la variable de décision appartient a la région d’acceptation.
Sinon, c’est I’hypothése alternative qui est acceptee.

Test unilatéral a droite :

Ho:o02=0% et H:: o2 > 6%
La valeur critique qui délimitent la région d’acceptation est %2 telle que :
p(VD<y®)=1-a0 = 2= yl-a
La région d’acceptation est donc I’intervalle J0 ; y2-«].

Test unilatéral a gauche :

Ho:o02=0% et H:: 0?2 < 6%
La valeur critique qui délimite la région d’acceptation est y2 telle que :
p(VD<y?) =a = x= 2
La région d’acceptation est donc I’intervalle [ y2a ; +ool.

Exemple :

On souhaite vérifier, au seuil de signification de 95 %, si le peuplement, dans lequel on a
mesuré la hauteur d’un échantillon de 12 arbres, appartient a un type de forét dont I’écart type
est de 1,4 m. Les résultats en metre sont :

51 52 52 54 59 63 63 68 69 69 70 70

Pour répondre a cette question, on doit réaliser un test de conformité de la variance.

Hypothése nulle :

Il s’agit d’un test bilatéral.
Ho 02=1,42=196 Hi:o? # 1,96

Variable de décision :

La variable de décision du test correspond a :
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n —
2 (Xi—x)?
_ iz _ 66 _
VD = %0 = 1.96 = 3,37

La variable de décision possede une distribution khi deux & 11 degreés de liberté.

Région d’acceptation :

Les valeurs critiques qui délimitent la région d’acceptation sont : ;(2% et ;(21_%
Au seuil de signification de 95 % (o = 0,05)
Y0025 = 3,82 et Y0975 = 21,9
La région d’acceptation est donc I’intervalle [3,82 ; 21,9].
On rejette I’hypothese nulle car la variable de décision n’appartient pas a la région

d’acceptation.

4.2. Test de comparaison des deux variances de deux échantillons
indépendants

Ce test a pour but de comparer les variances de deux populations a I’aide de deux échantillons
indépendants.

Formulation de I’hypothése nulle :

Ce test a pour but de vérifier si la variance ¢ d’une population est ou n’est pas égale a la
variance o2, d’une autre population.

L’hypothése nulle estdonc: Hy 0%, = 6%

Variable de décision :

Soient deux échantillons aléatoires et non exhaustifs prélevés dans les deux populations. La
variable de décision du test correspond au rapport des deux variances observees des deux
échantillons :

AN

VD= &

AN

0?2
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La variable de décision sui une loi de Fisher avec (n;-1) et (n,-1) degré de liberté.

Les tables de la loi de Fisher ne donnent que des valeurs superieures a I’unité. C’est la raison
pour laquelle la variable de décision correspond au rapport de variances qui est supérieur a
I’unité, d’ou I’échantillon 1 est celui qui a la plus grande variance.

Région d’acceptation :

Le test d’egalité de deux variances est en géneral un test bilatéral. Il précede généralement le
test de comparaison des moyennes de deux échantillons indépendants.

Ho G?1 = 0% et H; G?1 # G2
Les valeurs critiques qui délimitent la région d’acceptation sont F1 et F2 telles que :
p(FLISVD<F2)=1-a

p(VD<Fl)=a/2 = Fl=Fa
2

p(VD>F2)=a/2 = p(VD<F2)=1-0/2 = F2=F_«a
2

La région d’acceptation est donc I’intervalle [Fa ; F_a].
2 2

Les tables de la loi de Fisher ne donnent que des valeurs supérieures a I’unité, de telle sorte
que seule est possible la comparaison avec F,_a , et on rejette I’hypothese nulle si la variable
2

de décision est superieure ou égale a F_a .
2

Exemple :

Pour savoir si les filles sont plus assidues que les garcons ou non, on a choisi de maniere
aléatoire et simple un premier échantillon de 10 filles et de fagcon indépendante, un deuxiéme
échantillon de 10 garcons. En fonction des résultats ci-dessous relatifs aux notes d’assiduités
(note sur 100), peut-on supposer, au seuil de 5 %, que les variances des deux populations sont
égales ?

Assiduité 72 67 52 54 46 58 59 54 58 63
des filles

Assiduité 66 | 59 | 54 | 57 | 63 | 55 | 61 | 55 | 66 | 75
des gargons

Pour répondre a cette question, on doit réaliser un test de comparaison de deux variances.
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Hypothése nulle :

Ce test a pour but de vérifier si la variance o?; de la population des filles est ou n’est pas égale
a la variance o2, de la population des garcons.

Il s’agit d’un test bilatéral : Ho 0% = 6% et Hi 621 # 6%

Variable de décision :

Région d’acceptation :

Pour a. = 0,05 la valeur de F_a avec 9 et 9 degrés de liberté est :
2
Fo,975 = 4,03

La variable de décision est inférieure a F,_o, on accepte donc I’hypothése d’égalité des
2

variances des deux populations.

V. TESTS STATISTIQUES SUR LES PROPORTIONS
5.1. Test de conformité d’une proportion

Formulation de I’hypothése nulle :

On attribue la valeur po pour proportion dans une population dont la vraie proportion p est
inconnue, et on veut juger la validité de cette hypothese.

Ce test a pour but de Vérifier si la proportion p d’une population est ou n’est pas égale a une
valeur donnée po, appelée norme.

L’hypothése nulle estdonc: Hy P = po

Variable de décision :

On extrait de la population un échantillon aléatoire et simple dans lequel la proportion
observee f, est en général différente de po, il s’agit d’expliquer cette différence.

La variable de décision du test correspond a I’estimation de p qui est la fréquence de
I’échantillon :

VD = f,
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Comme, la distribution de la proportion suit une loi normale de moyenne p et d’écart type

VP(1-p)

~———= a condition que la taille de I’échantillon soit supérieure ou égale & 30 (n > 30) et le

N

produit n p > 5, la variable de décision réduite :

fn—po
po(1-po)

n

VDR =

est donc une variable normale réduite N(O ; 1).

Région d’acceptation :

La région d’acceptation dépend de I’hypothese alternative H.
Test bilatéral :
Ho:p=po et Hi:p#po

Les valeurs critiques qui délimitent la région d’acceptation sont les valeurs d’une variable
normale réduite Z1 et Z2 telles que :

p(ZL<VDR<Z2)=1-a

p(VDR<Zl)=o2 = Zl1=Za
2

P(VDR>Z2)=0/2 = p(VDR<Z2)=1-a2= Z2=Z, a
2

La région d’acceptation est donc I’intervalle [Za ; Zy_a].
2 2

On accepte I’hypothése nulle si la variable de décision réduite appartient a la région
d’acceptation. Sinon, c’est I’hypothese alternative qui est acceptée.

Remarque :

Puisque la région d’acceptation est symétrique, on rejette I’hypothése nulle si :

VDR| > 2 a
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Test unilatéral a droite :

Ho:p=po et Hi:p>po

La valeur critique qui delimitent la région d’acceptation est la valeur d’une variable normale
réduite Z telle que :

p(VDR<Z)=1l-0 = Z=Zl«a
La région d’acceptation est donc I’intervalle J-oo ; Z1-«].

Test unilatéral a gauche :

Ho:p=po et Hi:p<po

La valeur critique qui delimitent la région d’acceptation est la valeur d’une variable normale
réduite Z telle que :

p(VDR<Z)=a = Z=Za
La région d’acceptation est donc I’intervalle [ Za ; +oo[.

Exemple :

Au cours des élections, un candidat est élu avec 52 % des voix. Plusieurs mois apres
I'élection, un institut de sondage interroge 1600 électeurs, dont 800 déclarent qu'ils voteraient
en cas d'élection, pour le méme candidat. Ce résultat est-il ou non significatif d'une
désaffection des électeurs pour I'¢lu ?

Pour répondre a cette question, on doit vérifier si le nouveau pourcentage obtenu par le

sondage, n’est pas inférieur a la norme de 52 %. Il s’agit donc de faire un test de conformité
de la proportion.

Hypothése nulle :

Il s’agit d’un test unilatéral a gauche Ho p=0,52 H;:p<0,52

Variable de décision :

La variable de décision du test correspond a la fréquence f, de I’échantillon :

_f - 800 _
VD =1, 1600 0,50
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La distribution de la proportion suit une loi normale de moyenne p et d’écart type _V\/p_q (la
n

taille de I’échantillon est supérieure a 30 et le produit n p > 5).

La variable de décision réduite est :

VDR= __fn=P0__ 050052 _ ;
\/ po(1- po) 0,52(1-0,52)
n 1600

Région d’acceptation :

La région d’acceptation est I’intervalle [ Za ; +oo.

Au seuil de signification de 95 % (o = 0,05) : Za =Zyp5=-1,65

La région d’acceptation est donc I’intervalle [-1,65 ; +oo[.
On accepte I’hypothése nulle car la variable de décision réduite appartient a la région

d’acceptation. Ce résultat n'est donc pas significatif d'une désaffection des électeurs pour ce
candidat.

5.2. Test de comparaison des proportions de deux échantillons
indépendants

Ce test a pour but de comparer les proportions de deux populations a I’aide de deux
échantillons indépendants.

Formulation de I’hypotheése nulle :

Ce test a pour but de vérifier si la proportion p; d’une population est ou n’est pas égale a la
proportion p, d’une autre population.

L’hypothése nulle est donc : Hy  p1 = P2

Variable de décision :

II's’agit de comparer deux proportions observées. Soient deux échantillons aléatoires de taille
respectivement n; et n, extraits de deux populations. Les fréquences observées f.; et fn,

Sont généralement différentes, il s’agit d’expliquer cette différence.
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fag = XL gt fn2 = X2
ni n2

La variable de décision du test correspond a la différence entre les fréquences observées des
deux échantillons :

VD = fy — o2

Comme, les distributions des deux proportions suivent des lois normales de moyennes

respectivement p; et p, et d’écarts types respectifs ~ pl\ji L) et -~ pzjﬁpz) a condition
nt n2

que la taille de I’échantillon soit supérieure ou égale a 30 (n > 30) et le produit n p > 5, la
variable de décision est elle-méme normale de moyenne (pi-p2) et d’écart type

[pL(1-p1)  p2(1-p2)
nt n2

Sous I’hypothese nulle p; = p; , il y a la méme proportion inconnue p dans les deux
populations. Cette proportion peut étre estimée par la fréquence observée fym2 dans
I’échantillon unique qui est la réunion des deux échantillons.

; _ X1+X2 _ mfai+n2fn2
ni+nz = m4n2 ~ N1+n2

Sous I’hypothése nulle, la variable de décision suit une loi normale de moyenne (p1-p2) = 0 et
d’écart type :

p (1-p) p(l—p)_\/ _ 1, 1
\/ 20, POD) = ffuenz (1 fren2) (L + L

La variable de décision centrée réduite :

fn1— fn2

\/ fen2(1-fo1n2)(L+ 1)

VDR =

est donc une variable normale réduite N(O ; 1).

Région d’acceptation :

La région d’acceptation est identique a celle du test de conformité d’une proportion, elle

déEend de I’hxgothése alternative Hj.
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Test bilatéral :

Ho:p1=p2 et Hi:p1#p2

La région d’acceptation est Iintervalle [Za ; Z;_«a ].
2 2

On accepte I’hypothése nulle si la variable de décision réduite appartient a la région
d’acceptation. Sinon, c’est I’hypothese alternative qui est acceptée.

Remarque :

Puisque la région d’acceptation est symétrique, on rejette I’hypothése nulle si :

VDR| > 2 a

Test unilatéral a droite :

Ho:p1=p2, et Hi:pi>p2
La région d’acceptation est donc I’intervalle J-co ; Z1-«].

Test unilatéral a gauche :

Ho:pi=p2 et Hi:pi<p2
La région d’acceptation est donc I’intervalle [ Za ; +oo[.

Exemple :

Une enquéte sur I’emploi a concerné 220 personnes dont 115 dans le milieu rural et 105 dans
le milieu urbain. Sur les 115 ruraux enquétés, 74 se sont révélés actifs, alors que pour les
enquétés urbains, 81 sont actifs. Peut-on admettre, au seuil de 5 %, qu’il n’y a pas de
différence significative entre les taux d’activités dans les deux milieux ?

Pour répondre a cette question, on doit réaliser un test de comparaison de deux proportions.

Hypothése nulle :

Ce test a pour but de Vvérifier si la proportion p; des personnes actives dans le milieu rural est
ou n’est pas égale a la proportion p, des personnes actives dans le milieu urbain.

Il s’agit d’un test bilatéral : Ho : p1 = p2 et Hy:pi#p2
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Variable de décision :

D’apres les donneées :

fnl = 115 0,64 fn2 105 0,77 fn2+n2 90 0,70

La variable de décision centrée réduite est :

VDR = fna— fn2 — = 0164—0171 — =210
\/fn1+n2(l— fn1+n2)(a+5) \/0,70(1—0,70)(1154_105

Région d’acceptation :

Pour o = 0,05 la valeur de Z;_a est: Zyg75 = 1,96
2

[\/DR| > Zy_a, on rejette donc I’hypothése nulle. C’est a dire, il y a une différence
2

significative entre les taux d’activités dans les deux milieux.

5.3. Test de comparaison des proportions de plusieurs échantillons
indépendants

Ce test a pour but de comparer les proportions d’un certain nombre de populations a I’aide du
méme nombre d’échantillons indépendants.

Formulation de I’hypothése nulle

Ce test a pour but de Vérifier si les proportions p1, p2 ... pk de k populations sont égales. On

écrit comme suit les hypothéses:
Ho: p1=p2=..=pk

H1: au moins une des proportions est différente des autres.
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Variable de décision :

Soient k échantillons aléatoires de taille respectivement ni, n, , ..., ng extraits de k
populations. Il s’agit de comparer les effectifs observés njj dans les k échantillons et les
effectifs attendus ou théoriques sous I’hypothése nulle.

Effectifs observés

Echantillon 1 Echantillon 2 Echantillon k
Avoir le nll n21 nkl
caractere étudié
Ne pas avoir le nl2 n22 nk12
caractere étudié
Total nl. n2. nk.
Sous I’hypothese nulle p1 = pp = ... = pk, il y a la méme proportion inconnue p dans les k

populations. Cette proportion peut étre estimée par la fréquence observée f dans I’échantillon
unique qui est la réunion des k échantillons.

Mi1+n21+... 4Nkl
M.+N2.+...+Nk.

sous I’hypothése nulle, les effectifs théoriques sont :

Effectifs théoriques
Echantillon 1 Echantillon 2 Echantillon k
Avoir le fnl. fn2. f nk.
caractere étudié
Ne pas avoir le (1-f)nl. (1-1)n2. (1 -1) nk1.
caractere étudié
Total nl. n2. nk.

On est amené a confronter les effectifs observes et les effectifs théoriques. On calcule la
variable de décision VD :

VD = 3 (effectif observé-effectif théorique)2 / effectif théorique
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K. /i : : :
(niz—fni.)2  (ni2—(1—f)ni.)?
VD = i;[ fni.  (1-f)ni. ]

On peut démonter que la variable de décision est une variable aléatoire Khi deux avec (k-1)
degré de liberté.

Région d’acceptation :

La variable de décision est nulle lorsque les effectifs observés sont touts égales aux effectifs
attendus, c’est a dire, lorsqu’il y a concordance absolue entre la distribution observée et la
distribution théorique. La valeur de la variable de décision est d’autant plus grande que les
écarts entre les effectifs observés et attendus sont plus grands. La valeur critique qui délimite
la région d’acceptation est 2 telle que :

pVD<x?)=1-a = %2=%%.

Le test etant toujours unilatéral, la région d’acceptation est donc I’intervalle [0 ; x21-o[.

On rejettera donc I’hypothese nulle lorsque la valeur de la variable de décision est supérieure
ou égale a 2. avec (k-1) degrés de liberté.

Exemple :

Lors d’une campagne électorale, un parti politique a effectué un sondage pour évaluer les
intentions de vote en faveur de ce parti. Quatre échantillons indépendants ont été choisis dans
quatre villes différentes. On a obtenu les résultats suivants :

Rabat Tanger Oujda Agadir
\Voteront pour le parti 94 58 60 43
Ne Voteront pas pour le parti 240 230 252 197
Total 334 288 312 240

Au seuil de signification de 5 %, la proportion de la population des électeurs qui ont
I’intention de voter pour ce parti est-elle identique dans les quatre villes ?

Formulation de I’hypothése nulle

Ho: P1=p2=p3=p4

H1: au moins une des proportions est différente des autres.
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Variable de décision :

Sous I’hypothese nulle :  p1 = p2 = p3 = pg, il y a la méme proportion inconnue p dans les 4

villes. Cette proportion peut étre estimée par la fréquence observée fdans I’échantillon unique qui
est la réunion des 4 échantillons.

__94+58460+43
f = 3344288+312+240 =022

Sous I’hypothese nulle, les effectifs théoriques sont :

Effectifs théoriques
Rabat Tanger Oujda Agadir
\Voteront pour le parti 73,48 63,36 68,64 52,8
Ne Voteront pas pour le parti| 260,52 224,64 243,36 187,2
Total 334 288 312 240

On calcule la variable de décision VD :

VD =

(94-73,48)2  (240-260,52)?  (58-63,36)7  (230-224,64)° (60—68,64) (252—-243,36)2

73,48 260,52 63,36 224,64 68,64 243,36

(43-52,8)2 (197-187,2)> _
528 1872 = 1165

La variable de décision est une variable aléatoire Khi deux avec 3 degrés de liberté.

Région d’acceptation :

La région d’acceptation est donc I’intervalle [0 ; ¥21-of.
Au seuil de signification de 5 %, la valeur 295 a 3 degrés de liberté est égale a 7,81.

La valeur de la variable de décision est supérieure a la valeur 2 ¢s a 3 degrés de liberté, on
rejettera donc I’hypothése nulle, c’est a dire au seuil de signification de 5 %, la proportion de
la population des électeurs qui ont I’intention de voter pour ce parti n’est pas identique dans
les quatre villes.
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VI. LES TESTS D’AJUSTEMENT

Les tests d’ajustement sont destinés a comparer une distribution observée et une distribution
théorique donnée. D’une fagon générale, on considére d’une part, une population infinie dont
les individus sont classés en k catégories, en fonction d’un critére qualitatif ou quantitatif, et
d’autre part, un échantillon aléatoire et simple d’effectif n, dont les individus sont classés de
la méme maniére. Le but du test est de vérifier si la population posséde une distribution de
probabilité donnée :

K
P1, P2, P3, ---s Pk tel que : Iglplzl

Formulation de I’hypotheése nulle :

Pour comparer la distribution théorique et la distribution observée, on est amené a confronter
les effectifs observés n; et les effectifs attendus ou théoriques correspondants np;.

L hypothese nulle est alors :

k k
Ho : nj = npjavec Y.ni=>npi=n
i=l =l

Variable de décision :

On distingue deux cas d’application de ces tests, selon que la distribution théorique est ou
n’est pas complétement définie. Dans le premier cas, la variable de décision peut étre calculée
immédiatement. Dans le second cas, la distribution de probabilité de la population n’est
définie qu’en fonction d’un ou de plusieurs parametres, ceux-ci doivent préalablement étre
estimés a partir des données de I’échantillon.

Cas d’une distribution complétement définie :

Pour comparer la distribution théorique et la distribution observée, on est amené a confronter
les effectifs observés n; et les effectifs attendus ou théoriques correspondants np;.

Les effectifs attendus doivent étre tous supérieurs ou égales a 5. quand cette condition n’est
pas remplie, on peut regrouper des classes voisines, de maniere a augmenter les effectifs
attendus.

On calcule la variable de décision VD :

K, (ni—npi)?
VD = El i
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On peut démonter que la variable de décision est une variable aléatoire Khi deux avec (k-1)
degré de liberté. k correspond au nombre de calasses aprés regroupement.

La variable de décision peut étre calculée plus facilement par :

K, (ni—npi)2 _ ¥ niz=2ninpi+n?pi2 _ X piz X 2ninpi | & n2piz _ K pe
VD = - = - =) - —+ —=>-" _2n+n
El npi E npi & npi El npi Elnpu Elnpu
VD i
= i - N
i=1"P!

Cas d’une distribution incomplétement définie :

Lorsque la distribution théorique n’est pas completement définie, le ou les paramétres qui
caractérisent cette distribution doivent tout d’abord étre estimés. On peut calculer ensuite les

AN AN

probabilites estimeées p; , les effectifs attendus correspondants n p;, et la valeur de décision :

K
ni2

VD= Z ~ .n
npi

Le nombre de degré de liberté (k-1) doit étre réduit du nombre de parametres estimés.

Région d’acceptation :

La variable de décision est nulle lorsque les effectifs observés sont touts égales aux effectifs
attendus, c’est a dire, lorsqu’il y a concordance absolue entre la distribution observée et la
distribution théorique. La valeur de la variable de décision est d’autant plus grande que les
écarts entre les effectifs observés et attendus sont plus grands. La valeur critique qui délimite
la région d’acceptation est y2 telle que :

p(VD<y3)=1l-a= %*=%%q

Le test etant toujours unilatéral, la région d’acceptation est donc I’intervalle [0 ; x21-o[.

On rejettera donc I’hypothese nulle lorsque la valeur de la variable de décision est supérieure
ou égale a y?1-q.
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Exemple :

Le tableau suivant donne la distribution de fréquences des nombres de garcons observés dans
1600 familles de 4 enfants, considérées comme choisies au hasard au sein d’une tres large
population. En fonction de ces résultats, peut-on affirmer, au seuil de 5 %, que le nombre de
garcons suit une loi binomiale ?

Nombre de garcons | Nombre de familles
0 113
1 367
2 576
3 426
4 118
Total 1600

Pour répondre a cette question, on doit réaliser un test d’ajustement dans le but de comparer la
distribution observée a la une distribution binomiale.

Hypothése nulle :

Ho : nj = np; avec 2 Ni=%npi=n

Variable de décision :

Pour comparer la distribution théorique et la distribution observée, on est amené a confronter
les effectifs observés n; et les effectifs attendus ou théoriques correspondants np;. on doit
calculer alors les probabilités p; en utilisant la loi binomiale.

La probabilité d’avoir un garcon est supposée égale a 0,5, la loi binomiale qui caractérise le
nombre de garcons dans une famille de 4 enfants a pour parametre 4 et 0,5.

En utilisant la formule de la loi binomiale, on trouve les probabilités suivantes :

p(x)=C, p*q"

Distribution de la variable B(4 , 1/2)

pP(X)
0,0625
0,2500
0,3750
0,2500
0,0625
Total 1

A WDNPEFE OX
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Le tableau suivant regroupe les effectifs observés n; et les effectifs attendus ou théoriques
correspondants np;.

X Nj np;
0 113 100
1 367 400
2 576 600
3 426 400
4 118 100
Total 1600 1600

Les effectifs théoriques sont tous supérieures a 5, on peut calculer la variable de décision :

K

Ni2
VD= Do -
= npi n

1132 , 3672, 5762, 4262 ,118?
100 © 400 600 ' 400 ' 100

VD = - 1600 =10,3

Région d’acceptation :

La région d’acceptation est I’intervalle [0 ; 2.
Pour o = 0,05, la valeur de y%., avec 4 degrés de liberté est : %2095 = 9,49

La valeur de la variable de décision est supérieure a y?., , on rejette donc I’hypothese nulle.

VII. LES TESTS D’INDEPENDANCE

Les tests d’indépendance ont pour but de contrbler I’indépendance stochastique de deux ou
plusieurs critéres de classification. Ils permettent également d’effectuer des comparaisons de
proportions.

Les tests d’indépendance concernent une population subdivisée en pq classes, en fonction de
deux critéres de classification. La distribution de probabilité correspondante est alors une
distribution a deux dimensions, et les données relatives a tout échantillon sont présentées sous
la forme d’un tableau de contingence.

Pour des échantillons aléatoires et simples, si les deux criteres de classification sont
indépendants, les probabilités p; de la distribution & deux dimensions peuvent étre estimées
par :
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N

ni. nj _ .
n sont les fréquences relatives marginales.

plj: fIX fj avec fi. = F et f.j =
N, et nj sont les effectifs marginaux, et Njj les effectifs conjoints.
Les effectifs attendus correspondants sont donc :

N . .
_ _ ni. Nj ni.xnj
1 = X1 = - — = -
n p|J n fi.xf; n n n N
les effectifs attendus doivent touts étre supérieurs ou égales a 5.

Formulation de I’hypotheése nulle :

Pour comparer la distribution théorique et la distribution observée, on est amené a confronter

AN

les effectifs observés nj et les effectifs attendus ou théoriques correspondants n Pij

L hypothese nulle est I'indépendance des deux criteres de classification.

AN

Variable de décision :

la comparaison des effectifs observés et attendus se fait comme pour les tests d’ajustement, en
calculant la variable de décision suivante :

P q nijz
VD=22—"* -n
|=1J=1npij

On démontre que la variable de décision est une variable aléatoire Khi deux avec (p-1)(g-1)
degré de liberté.

Région d’acceptation :

La valeur critique qui délimite la région d’acceptation est y2 telle que :
p(VD<y?)=1l-0 =  ¥*=7%«
Le test etant toujours unilatéral, la région d’acceptation est donc I’intervalle [0 ; %21-o[.

On rejettera donc I’hypothese nulle lorsque la valeur de la variable de décision est supérieure
ou égale a y?1-q.
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Exemple :
Un tour opérateur souhaite segmenter son marché. 1l se demande s’il existe un lien entre le

choix d’une destination de vacances et le niveau d’instruction. Les données recueillies ont été
structurées sous forme de d tableau de contingence.

Niveau Destination de vacances

d’instruction| Mer |Montagne| Désert Total
Primaire 300 50 100 450
Secondaire 250 80 20 350
Supérieur 50 120 30 200
Total 600 250 150 1000

Hypothése nulle :

L hypothese nulle est I'indépendance des deux criteres de classification.

AN

Ho - nij = n pj;
Variable de décision :

Les effectifs attendus sont estimés par la formule : n p;; = n|.>r<]n.1
Niveau Destination de vacances
d’instruction| Mer |Montagne| Désert Total
Primaire 270 112,5 67,5 450
Secondaire | 210 87,5 52,5 350
Supérieur 120 50 30 200
Total 600 250 150 1000

_ 2 nij? — 3002, 50% 1002, 2502 302 -
ij

Région d’acceptation :

La région d’acceptation est I’intervalle [0 ; 2o

Le nombre de degrés de liberté est égal a (3-1)(3-1) = 4.

Pour o = 0,05, la valeur de y%., avec 4 degrés de liberté est %295 = 9,49.

La valeur de la variable de décision est supérieure a 2., , on rejette donc I’hypothése nulle.

On conclut donc que le niveau d’instruction a une influence sur le choix d’une destination
touristique.
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EXERCICES SUR LES TESTS STATISTIQUES

Ex 1 : Un fabricant de tubes a essais pour laboratoire fonde sa publicité sur le fait que la
durée de vie de ses tubes correspond a 1500 heures de chauffage a I’aide d'un bec Bunzen. Un
laboratoire de contrdle de publicité constate que sur 100 tubes a essais, la durée moyenne de
vie est de 1485 heures de chauffage avec un écart-type de 110 heures. Au risque 5%, la durée
de vie des tubes a essais est-elle différente de 1500 heures de chauffage ?

Ex 2 : Le directeur de ventes d’un laboratoire pharmaceutique veut savoir s’il existe des
différences significatives entre les régions en terme de niveau d’accueil d’un nouveau produit.
Les résultats suivants ont été obtenus aupres d’un échantillon aléatoire de clients :

Régions
Niveau d’accueil | Nord | Est | Sud | Ouest
Faible 22 |135] 0 5
Modéré 84 |55| 8 24
Elevé 25 |17 22| 12

Le niveau d’accueil dépend-t-il de la région ?

Ex 3 : Les moteurs des appareils électroménagers d'une marque M ont une durée de vie
moyenne de 3000 heures avec un écart-type de 150 heures. A la suite d'une modification dans
la fabrication des moteurs, le fabriquant affirme que les nouveaux moteurs ont une durée de
vie supérieure a celle des anciens. On a testé un échantillon de 50 nouveaux moteurs et on a
trouvé une durée de vie moyenne de 3250 heures avec un écart-type égal a 150 heures. Les
nouveaux moteurs apportent-ils une amélioration dans la durée de vie des appareils
électroménagers au risque de 1% ?

Ex 4 : Dans une grande ville d'un pays donné, une enquéte a été réalisée sur les dépenses
mensuelles pour les loisirs. On a observé les résultats suivants:

* Sur 280 familles habitant le centre-ville, les dépenses mensuelles pour les loisirs sont en
moyenne de 640 dh avec un écart-type de 120 dh.

» Sur 300 familles habitant la banlieue, les dépenses mensuelles pour les loisirs sont en
moyenne de 610 dh avec un écart-type de 100 dh.

Peut-on dire au risque de 5 % que la part du budget familial consacré aux loisirs est différente
suivant que la famille habite le centre-ville ou la banlieue ?

Ex 5 : Un fabricant affirme qu'au moins 95 % de I’équipement qu'il fournit a un dépositaire
est conforme au cahier des charges. L’examen d'un échantillon de 200 piéces fournies montre
que 18 pieces sont défectueuses. Que penser de laffirmation du fabricant au seuil de
confiance de 5 %?
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Ex 6 : Pour une élection, on effectue un sondage pour évaluer les intentions de vote en faveur
du candidat M. Dans la ville de casa, sur 450 personnes interrogées, 52% ont l'intention de
voter pour M. Dans la ville de rabat, sur 300 personnes interrogées, 49 % ont l'intention de
voter pour M. Au risque de 5%, y a-t-il une différence d'intention de vote dans ces deux
villes?

Ex 7 : Un spécialiste en marketing a fait modifier la méthode traditionnellement utilisée pour
effectuer la promotion d'un certain produit. A titre expérimental, il a observé dans 10 points de
vente le nombre d’unités vendues en une semaine en utilisant la méthode existante. La semaine
d’apres, les mémes points de vente ont utilisé la nouvelle méthode de promotion, on a observé le
nombre d’unités vendues en cette semaine en utilisant. Les données recueillies sont comme suit :

Ancienne méthode: 48, 46, 47, 43, 46, 45, 49, 46, 47, 44.
Nouvelle méthode: 56, 49, 53, 51, 48, 52, 55, 53, 49, 50.

La nouvelle méthode de promotion a-t-elle un effet positif sur les ventes (oc = 5%)?

Ex 8 : Un chercheur a découvert un procédé efficace a 90 % pour prolonger la durée de vie
des ballons a eau chaude. On teste son procédé sur 200 ballons. On constate qu'il est efficace
pour 160 d’entre eux. L’affirmation du chercheur est-elle légitime au seuil de signification de
0,057

Ex 9 : Dans le but de contrdler le poids net des sachets d'un produit alimentaire, on a prélevé
deux échantillons respectivement de 10 et 12 sachets, on a obtenu les résultats suivant (en
grammes) :

Ech1| 190 | 200 | 202 | 195 | 194 | 208 | 205 | 196 | 198 | 206

Ech2| 210 | 204 | 203 | 189 | 194 | 195 | 206 | 205 | 200 | 201 | 198 | 197 |

Ces deux résultats sont-ils significativement différents en ce qui concerne le poids moyen %

Ex 10 : Au concours d’entrée a une école, I’épreuve de culture générale est notée de 0 a 50.
on tire au hasard un échantillon de 100 candidats et I’on releve que les notes qu’ils ont
obtenues se classent en cing tranches de la maniere suivante :

Tranches de notes | Nombre de candidats
Note < 10 10
10 < Note < 20 20
20 < Note < 30 30
30 < Note <40 20
40 < Note < 50 20

Le jury se demande s’il est justifié de considérer que la distribution des notes suit une
loi normale dans la population de tous les candidats.
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Ex 11

répétitions et on a enregistré les gains moyens quotidiens en poids suivants :

Alim.1 | Alim.2 | Alim.3 | Alim.4 | Alim.5 | Alim. 6
590 460 600 640 690 690
760 430 460 660 600 650
700 540 610 720 550 680
640 470 510 580 480 740

: 24 tétes d’ovin ont recu 6 alimentations différentes pour constituer 4

Au seuil de 5 %, existe-t-il une différence significative quant a I’effet des différentes
alimentations sur le gain moyen quotidien en poids des ovins ?

Ex 12 : L'expérience suivante avait pour but d'analyser I'impact des 2 facteurs Sexe et
Age sur la consommation d'un certain produit de luxe. Dans chacun des 6 groupes, le
produit a été offert a 100 personnes choisies au hasard. La consommation, en nombre
d’unités achetees, est donnée dans le tableau qui suit:

Sexe Catégorie d'age

Moins de 20 ans | Entre 20 et 45 ans | Plus de 45 ans Total
Féminin 27 39 54 120
Masculin 32 45 62 139
Total 59 84 116 259

On suppose que les nombres d’unités achetées obéissent a des lois normales, que les variances
sont égales dans ces six populations.

Quant au nombre d’unités achetées en moyenne, peut-on affirmer au niveau [1=0.01 qu'il y a une
différence significative entre hommes et femmes d'une part, et entre les trois groupes d'age, d'autre
part?

Ex 13 : Une entreprise commerciale a succursales multiples procede a un sondage dans ses
magasins de rabat et casa. A rabat, sur 1000 clients interrogés, 350 déclarent souhaiter que le
magasin reste ouvert jusqu’a 21 heures tandis qu’a casa, sur 900 clients, 280 ont émis ce
méme veeu. L’entreprise peut-elle, au seuil de signification de 5%, considérer que sa clientéle
de rabat réagit comme celle de casa ?
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Ex 14 : Dans une population, soit p1, la proportion d'hommes possédant le baccalauréat et p2
la proportion de femmes possédant le baccalauréat. Le tableau suivant correspond a la
répartition de 200 individus choisis au hasard dans cette population.

hommes | femmes
Possedent le bac 32 26
ne possedent pas le bac| 64 78

Peut-on affirmer au risque 0,05, que plet p2sont significativement différents ?

Ex 15 : Dans un pays M, le gouvernement a annoncé que le taux de chémage est de 15,6 %.
Contestant ce chiffre, les députés de I'opposition ont fait appel a un institut de sondage. Celui
ci a réalisé une étude couvrant 4900 personnes en age d'activité et a trouvé que le taux de
chdmage est de 16,4 %. Avec un niveau de confiance de 0,95 ; estimez-vous que l'opposition
a raison de contester le chiffre annoncé par le gouvernement ?

Ex 16 : On a enregistré plusieurs fois de suite le nombre de personnes qui se sont présenté a
un guichet automatique bancaire, pendant des temps de 5 minutes.

Nombres d’arrivées 0/11{23]4|5|61(7/8{9(10
Fréquences absolues observées |1|4]12(18(22|17|11(6|4|3| 2
Peut-on affirmer au seuil de signification de 5 % que le nombre de personnes qui se
présentent a un guichet automatique bancaire, pendant un intervalle de temps de 5 minutes
suit une loi de poisson ?

Ex 17 : Le tableau suivant donne le nombre d’étudiants qui ont été brillants et
médiocres devant trois examinateurs :

Examinateurl | Examinateur2 | Examinateur3 | Total
Brillants 50 47 56 153
Médiocres 5 14 8 27
Total 55 61 64 180

Au seuil de 5 %, testez I’hypothése selon laquelle le nombre d’étudiants médiocres est le
méme pour chaque examinateur.

Ex 18 : Quelques jours avant une consultation électorale mettant deux candidats A et B en
présence, une société d'étude effectue un sondage auprés des électeurs afin d'estimer le
pourcentage des voix que chaque candidat est susceptible de recueillir dans I'ensemble du
corps électoral.

a) 2304 personnes sont interrogées ; 1267 se prononcent en faveur du candidat A. On
demande d'estimer I’intervalle de confiance contenant le pourcentage de voix que le
candidat A pourrait obtenir (o =5 %).

b) Quelques mois apres deux instituts de sondage interrogent a nouveau les électeurs. Pour
l'institut X, qui a interrogé 1600 personnes, le candidat A ne recueillerait que 47 % des
suffrages. Pour l'institut Y, qui a interrogé 2500 personnes, A recueillerait 50 % des
suffrages. Ces deux résultats sont-ils significativement différents avec un degré de
confiance de 95 % ?
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TABLE DE LA FONCTION DE REPARTITION DE LA LOI NORMALE REDUITE

Z

0,00

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

0,09

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0
11
1,2
1,3
1,4
1,5
1,6
1,7
1,8
1,9
2,0
2,1
2,2
2,3
2,4
2,5
2,6
2,7
2,8
2,9
3,0
3,1
3,2
3,3
3,4
3,5
3,6
3,7
3,8
3,9

0,5000
0,5398
0,5793
0,6179
0,6554
0,6915
0,7257
0,7580
0,7881
0,8159
0,8413
0,8643
0,8849
0,90320
0,91924
0,93319
0,94520
0,95543
0,96407
0,97128
0,97725
0,98214
0,98610
0,98928
0,99180
0,99379
0,99534
0,99653
0,99744
0,99813
0,99865
0,99903
0,99931
0,99952
0,99966
0,99977
0,99984
0,99989
0,99993
0,99995

0,5040
0,5438
0,5832
0,6217
0,6591
0,6950
0,7291
0,7611
0,7910
0,8186
0,8438
0,8665
0,8869
0,90490
0,92073
0,93448
0,94630
0,95637
0,96485
0,97193
0,97778
0,98257
0,98645
0,98956
0,99202
0,99396
0,99547
0,99664
0,99752
0,99819
0,99869
0,99906
0,99934
0,99953
0,99968
0,99978
0,99985
0,99990
0,99993
0,99995

0,5080
0,5478
0,5871
0,6255
0,6628
0,6985
0,7324
0,7642
0,7939
0,8212
0,8461
0,8686
0,8888
0,90658
0,92220
0,93574
0,94738
0,95728
0,96562
0,97257
0,97831
0,98300
0,98679
0,98983
0,99224
0,99413
0,99560
0,99674
0,99760
0,99825
0,99874
0,99910
0,99936
0,99955
0,99969
0,99978
0,99985
0,99990
0,99993
0,99996

0,5120
0,5517
0,5910
0,6293
0,6664
0,7019
0,7357
0,7673
0,7967
0,8238
0,8485
0,8708
0,8907
0,90824
0,92364
0,93699
0,94845
0,95818
0,96638
0,97320
0,97882
0,98341
0,98713
0,99010
0,99245
0,99430
0,99573
0,99683
0,99767
0,99831
0,99878
0,99913
0,99938
0,99957
0,99970
0,99979
0,99986
0,99990
0,99994
0,99996

0,5160
0,5557
0,5948
0,6331
0,6700
0,7054
0,7389
0,7703
0,7995
0,8264
0,8508
0,8729
0,8925
0,90988
0,92507
0,93822
0,94950
0,95907
0,96712
0,97381
0,97932
0,98382
0,98745
0,99036
0,99266
0,99446
0,99585
0,99693
0,99774
0,99836
0,99882
0,99916
0,99940
0,99958
0,99971
0,99980
0,99986
0,99991
0,99994
0,99996

0,5199
0,5596
0,5987
0,6368
0,6736
0,7088
0,7422
0,7734
0,8023
0,8289
0,8531
0,8749
0,8944
0,91149
0,92647
0,93943
0,95053
0,95994
0,96784
0,97441
0,97982
0,98422
0,98778
0,99061
0,99286
0,99461
0,99598
0,99702
0,99781
0,99841
0,99886
0,99918
0,99942
0,99960
0,99972
0,99981
0,99987
0,99991
0,99994
0,99996

0,5239
0,5636
0,6026
0,6406
0,6772
0,7123
0,7454
0,7764
0,8051
0,8315
0,8554
0,8770
0,8962
0,91309
0,92785
0,94062
0,95154
0,96080
0,96856
0,97500
0,98030
0,98461
0,98809
0,99086
0,99305
0,99477
0,99609
0,99711
0,99788
0,99846
0,99889
0,99921
0,99944
0,99961
0,99973
0,99981
0,99987
0,99992
0,99994
0,99996

0,5279
0,5675
0,6064
0,6443
0,6808
0,7157
0,7486
0,7794
0,8078
0,8340
0,8577
0,8790
0,8980
0,91466
0,92922
0,94179
0,95254
0,96164
0,96926
0,97558
0,98077
0,98500
0,98840
0,99111
0,99324
0,99492
0,99621
0,99720
0,99795
0,99851
0,99893
0,99924
0,99946
0,99962
0,99974
0,99982
0,99988
0,99992
0,99995
0,99996

0,5319
0,5714
0,6103
0,6480
0,6844
0,7190
0,7517
0,7823
0,8106
0,8365
0,8599
0,8810
0,8997
0,91621
0,93056
0,94295
0,95352
0,96246
0,96995
0,97615
0,98124
0,98537
0,98870
0,99134
0,99343
0,99506
0,99632
0,99728
0,99801
0,99856
0,99897
0,99926
0,99948
0,99964
0,99975
0,99983
0,99988
0,99992
0,99995
0,99997

05359
05753
06141
06517
06879
07224
07549
07852
08133
08389
08621
08830
090147
0,91774
0,93189
0,94408
0,95449
0,96327
0,97062
0,97670
0,98169
0,98574
0,98899
0,99158
0,99361
0,99520
0,99643
0,99736
0,99807
0,99861
0,99900
0,99929
0,99950
0,99965
0,99976
0,99983
0,99989
0,99992
0,99995
0,99997
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TABLE DE LA LOI KHI DEUX DE PEARSON

k/p[0,00056 0,001 0005 001 0025 0,05 0,1 0,2 03 04
1 [0,0°393 0,0°157 0,0°393 0,0°157 0,0°982 10,0393 0,0158 0,0642 0,148 0,275
2 10,0200 0,0°200 0,0100 0,0201 0,0506 0,103 0,211 0,446 0,713 1,02
3 10,0153 10,0243 0,0717 0,115 0216 0352 0584 100 1,42 187
4 10,0639 0,098 0,207 0,297 0484 0711 1,06 165 2,19 275
5 (0,158 0,210 0412 0554 0,831 1,15 161 234 300 3,66
6 [0299 0,381 0,676 0872 1,24 1,64 220 307 383 457
7 0485 0,598 0,989 1,24 1,69 2,17 283 382 467 549
8 (0,710 0,857 134 1,65 2,18 2,73 349 459 553 642
9 (0972 1,15 1,73 2,09 2,70 3,33 417 538 6,39 7,36

10 1,26 1,48 2,16 2,56 3,25 3,94 4,87 6,18 7,27 8,30
11 11,59 1,83 2,60 3,05 3,82 4,57 5,58 6,99 8,15 9,24
12 11,93 2,21 3,07 3,57 4,40 5,23 6,30 7,81 9,03 102
13 12,31 2,62 3,57 4,11 5,01 5,89 7,04 8,63 9,93 111
14 12,70 3,04 4,07 4,66 5,63 6,57 7,79 9,47 108 121
15 |3,11 3,48 4,60 5,23 6,26 7,26 8,55 10,3 11,7 130
16 | 3,54 3,94 5,14 5,81 6,91 7,96 9,31 11,2 126 140
17 3,98 4,42 5,70 6,41 7,56 8,67 10,1 12,0 135 149
18 | 4,44 4,90 6,26 7,01 8,23 9,39 10,9 12,9 14,4 159
19 1491 5,41 6,84 7,63 8,91 10,1 11,7 13,7 154 16,9
20 |5,40 5,92 7,43 8,26 9,59 10,9 12,4 14,6 16,3 17,8
21 |5,90 6,45 8,03 8,90 10,3 11,6 13,2 154 172 188
22 16,40 6,98 8,64 9,54 11,0 12,3 14,0 16,3 18,1 197
23 6,92 7,53 9,26 10,2 11,7 13,1 14,8 17,2 190 20,7
24 | 7,45 8,08 9,89 10,9 12,4 13,8 15,7 18,1 199 217
25 7,99 8,65 10,5 115 13,1 14,6 16,5 18,9 209 226
26 |8,54 9,22 11,2 12,2 13,8 154 17,3 19,8 218 236
27 19,09 9,80 11,8 12,9 14,6 16,2 18,1 20,7 22,7 245
28 | 9,66 10,4 12,5 13,6 15,3 16,9 18,9 21,6 236 255
29 |10,2 11,0 13,1 14,3 16,0 177 19,8 22,5 246 265
30 10,8 11,6 13,8 15,0 16,8 18,5 20,6 23,4 255 274
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TABLE DE LA LOI KHI DEUX DE PEARSON (SUITE)

k/p| 05 0,6 0,7 0,8 0,9 095 0975 099 0995 0,999 0,9995
1 045 0,708 107 164 271 384 502 663 788 108 12,1
2 139 1,83 241 322 461 599 738 921 106 138 15,2
3 | 2,37 2,95 367 464 625 781 93 11,3 12,8 163 17,7
4 | 3,36 4,04 488 599 778 949 111 133 149 185 20,0
5 | 435 5,13 606 729 924 111 128 151 16,7 205 22,1
6 | 535 6,21 723 85 106 126 144 168 185 225 24,1
7 |635 7,28 838 980 120 141 160 185 20,3 243 26,0
8 | 7,34 8,35 952 110 134 155 175 20,1 220 261 27,9
9 | 834 9,41 10,7 122 147 169 190 21,7 236 279 29,7
10 | 9,34 10,5 11,8 134 160 183 205 232 252 296 31,4
11 | 10,3 11,5 129 146 173 197 219 247 268 313 33,1
12 | 11,3 12,6 140 158 185 21,0 233 262 283 329 34,8
13 | 12,3 13,6 151 17,0 198 224 247 27,7 29,8 345 36,5
14 | 133 14,7 162 182 211 237 261 291 313 361 38,1
15 | 143 15,7 173 193 223 250 275 306 328 377 39,7
16 | 153 16,8 184 205 235 263 288 320 343 393 41,3
17 | 16,3 17,8 195 216 248 276 302 334 357 408 42,9
18 | 17,3 18,9 206 228 260 289 315 348 372 423 44,4
19 | 183 19,9 21,7 239 272 301 329 362 386 438 46,0
20 | 19,3 21,0 228 250 284 314 342 376 40,0 453 47,5
21 | 20,3 22,0 239 262 296 327 355 389 414 468 49,0
22 | 21,3 23,0 249 273 308 339 368 403 428 483 50,5
23 | 22,3 24,1 260 284 320 352 381 416 442 497 52,0
24 | 23,3 251 27,1 296 332 364 394 430 456 5172 53,5
25 | 24,3 26,1 282 30,7 344 37,7 406 443 469 526 54,9
26 | 25,3 27,2 29,2 318 356 389 419 456 483 541 56,4
27 | 26,3 28,2 303 329 36,7 401 432 470 496 555 57,9
28 | 27,3 29,2 314 340 379 413 445 483 510 569 59,3
29 | 28,3 30,3 325 351 391 426 457 496 52,3 583 60,7
30 | 29,3 31,3 335 363 403 438 470 509 53,7 597 62,2
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TABLE DE LA LOI T DE STUDENT

k/p| 06 0,7 0,8 0,9 09 0975 099 099 0,999 0,9995
110325 0,727 1376 3078 6314 1271 31,82 63,66 3183 636,6
2 (0289 0617 1061 1886 2920 4303 6965 9925 2233 31,60
3 10,277 0584 0978 1638 2,353 3,182 4541 5841 1022 1294
4 10,271 0,569 0941 1533 2,132 2,776 3,747 4,604 7,173 8,610
5 0267 0559 0920 1476 2,015 2571 3365 4,032 5,893 6,859
6 (0265 0553 0,906 1,440 1943 2,447 3,143 3,707 5,208 5,959
7 (0263 0549 0,896 1,415 1,895 2,365 2998 3,499 4,785 5,405
8 (0262 0546 0,889 1,397 1860 2306 2,89 3,355 4,501 5,041
9 (0261 0543 0,883 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 4,297 4,781
10 |0,260 0,542 0,879 1,372 1812 2228 2,764 3,169 4,144 4,587
11 {0,260 0,540 0,876 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,025 4,437
12 10,259 0,539 0,873 1,35 1,782 2,179 2681 3,055 3,930 4,318
13 10,259 0,538 0,870 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 3,852 4,221
14 10,258 0,537 0,868 1,345 1,761 2,145 2,624 2977 3,787 4,140
15 10,258 0,536 0,866 1,341 1,753 2,131 2,602 2947 3,733 4,073
16 |0,258 0,535 0,865 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 3,686 4,015
17 10,257 0,534 0,863 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,646 3,965
18 |0,257 0,534 0,862 1,330 1,734 2101 2552 2878 3,611 3,922
19 10,257 0,533 0,861 1,328 1,729 2,093 2539 2861 3,579 3,883
20 |0,257 0,533 0,860 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,552 3,850
21 |0,257 0,532 0,859 1323 1,721 2080 2518 2831 3527 3,819
22 10,256 0,532 0,858 1,321 1,717 2,074 2508 2819 3505 3,792
23 |0,256 0,532 0,858 1,319 1,714 2069 2500 2,807 3,485 3,767
24 10,256 0,531 0,857 1,318 1,711 2,064 2492 2,797 3,467 3,745
25 (0,256 0531 0,856 1,316 1,708 2,060 2485 2,787 3,450 3,725
26 {0,256 0,531 0,856 1,315 1,706 2,056 2479 2,779 3,435 3,707
27 |0,256 0,531 0,85 1,314 1,703 2,052 2473 2,771 3,421 3,690
28 |0,256 0,530 0,855 1,313 1,701 2,048 2467 2,763 3,408 3,674
29 |0,256 0,530 0,854 1,311 1,699 2045 2462 2,756 3,396 3,659
30 |0,256 05530 0,854 1310 1697 2,042 2457 2,750 3,385 3,646
40 10,255 05529 0,851 1,303 1684 2,021 2423 2,704 3,307 3,551
60 |0,254 0,527 0,848 1,296 1,671 2,000 2390 2660 3,232 3,460
80 |0,254 0,527 0,846 1,292 1664 1,990 2374 2639 3195 3,415
100 10,254 0,526 0,845 1290 1660 1984 2365 2,626 3,174 3,389
200 ({0,254 0525 0,843 1286 1653 1972 2345 2601 3,131 3,339
500 (0,253 05525 0,842 1,283 1648 1965 2334 2586 3,106 3,310
o [0253 0524 0842 1282 1645 1960 2326 2,576 3,000 3,291
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Cours Echantillonnage et Estimation

TABLE DE LA LOI F DE FISHER (p = 0,95)

=~

OCOO~NOOUTDE, WN P~

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20 30 50 100 200 500 oo
161 200 216 225 230 234 237 239 241 242 246 248 250 252 253 254 254 254
18,5 19,019,2 19,2 19,319,319,419,419,4 19,4 19,4 19,4 19,5 19,5 19,5 19,519,519,5
10,1 9,559,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81 8,79 8,70 8,66 8,62 8,58 8,55 8,54 8,53 8,53
7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96 5,86 5,80 5,75 5,70 5,66 5,65 5,64 5,63
6,61 5795,415,195,054,954,884,824,77 4,74 4,62 4,56 4,50 4,44 4,41 4,394,337 4,37
5,99 514 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10 4,06 3,94 3,87 3,81 3,75 3,71 3,69 3,68 3,67
5,59 4,74 4,354,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64 3,51 3,44 3,38 3,32 3,27 3,25 3,24 3,23
5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 3,35 3,22 3,15 3,08 3,02 2,97 2,952,94 2,93
5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,14 3,01 2,94 2,86 2,80 2,76 2,732,722,71
10 4,96 4,103,713,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,022,98 2,85 2,77 2,70 2,64 2,59 2,56 2,55 2,54
11 |4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,85 2,72 2,65 2,57 2,51 2,46 2,43 2,42 2,40
12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 2,80 2,75 2,62 2,54 2,47 2,40 2,35 2,32 2,31 2,30
13 4,67 3,813,413,183,032,922,832,772,712,672,53 2,46 2,38 2,31 2,26 2,232,222,21
14 14,60 3,74 3,343,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65 2,60 2,46 2,39 2,31 2,24 2,19 2,16 2,14 2,13
15 4,54 3,68 3,29 3,062,902,792,712,64 2,59 2,54 2,40 2,33 2,25 2,18 2,12 2,10 2,08 2,07
16 |4,49 3,63 3,24 3,01 2,852,742,66 2,59 2,54 2,49 2,35 2,28 2,19 2,12 2,07 2,04 2,02 2,01
17 4,45 3,59 3,202,96 2,81 2,70 2,61 2,55 2,49 2,45 2,31 2,23 2,15 2,08 2,02 1,99 1,97 1,96
18 |4,41 3,553,162,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46 2,41 2,27 2,19 2,11 2,04 1,98 1,951,931,92
19 4,38 3,52 3,132,902,742,632,54 2,48 2,422,382,23 2,16 2,07 2,00 1,94 1,911,891,88
20 |4,35 3,493,102,87 2,712,602,512,452,392,352,20 2,12 2,04 1,97 191 1,881,861,84
22 | 4,30 3,44 3,052,82 2,66 2,552,46 2,402,342,302,15 2,07 1,98 1,91 1,85 1,821,801,78
24 |4,26 3,403,012,782,622,512,422,362,302,252,11 2,03 1,94 1,86 1,80 1,771,751,73
26 |4,23 3,372,982,742,592,472,392,322,272,222,07 1,99 190 1,82 1,76 1,731,711,69
28 |4,20 3,342,952,71 2,56 2,452,362,292,242,192,04 1,96 1,87 1,79 1,73 1,691,67 1,65
30 | 4,17 3,322,922,692,532,422,332,272,212,162,01 1,93 1,84 1,76 1,70 1,66 1,64 1,62
40 | 4,08 3,232,842,612,452,342,252,182,122,081,92 1,84 1,74 1,66 1,59 1,551,531,51
50 |4,03 3,182,79 2,56 2,40 2,29 2,20 2,13 2,07 2,03 1,87 1,78 1,69 1,60 1,52 1,481,46 1,44
60 |4,00 3,152,76 2,53 2,37 2,252,172,102,041,991,84 1,75 1,65 1,56 1,48 1,441,411,39
80 |4,96 3,112,722,492,332,212,132,062,001,951,79 1,70 1,60 1,51 1,43 1,381,351,32
100 | 4,94 3,092,702,46 2,312,192,102,031,971,931,77 1,68 1,57 1,48 1,39 1,341,311,28
200 (4,89 3,042,652,422,262,142,061,981,931,881,72 1,62 1,52 1,41 1,32 1,261,221,19
500 (4,86 3,012,622,392,232,122,031,961,901,851,69 1,59 1,48 1,38 1,28 1,211,161,11
o |3,84 3,002,602,372212102,011,941,881,831,67 1,57 1,46 1,35 1,24 1,171,111,00
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Cours Echantillonnage et Estimation

TABLE DE LA LOI F DE FISHER (p = 0,975)

=~

OCOO~NOOUTDE, WN P~

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20 30 50 100 200 500 o

648 800 864 900 922 937 948 957 963 969 985 993 1001 1008 1013 1016 1017 1018
38,5 39,0 39,2 39,2 39,3 39,3 39,4 39,4 39,4 39,4 39,4 39,4 39,5 39,5 39,5 39,5 39,5 39,5
17,416,015,415114,914,7146 145145144143 14,2 14,1 14,0 14,0 13,9 13,9 13,9
12,2 10,6 9,98 9,60 9,36 9,20 9,07 8,98 8,90 8,84 8,66 8,56 8,46 8,38 8,32 8,29 8,27 8,26
10,0 8,43 7,76 7,39 7,15 6,98 6,85 6,76 6,68 6,62 6,43 6,33 6,23 6,14 6,08 6,05 6,03 6,02
8,81 7,26 6,60 6,23 5,99 5,82 5,70 5,60 5,52 5,46 5,27 5,17 5,07 4,98 4,92 4,88 4,86 4,85
8,07 6,54 5,895,525,295,12 4,99 4,90 4,82 4,76 4,57 4,47 4,36 4,28 4,21 4,18 4,16 4,14
7,57 6,06 5,42 5,05 4,82 4,65 4,53 4,43 4,36 4,30 4,10 4,00 3,89 3,81 3,74 3,70 3,68 3,67
7,215,715,084,72 4,48 4,32 4,20 4,10 4,03 3,96 3,77 3,67 3,56 3,47 3,40 3,37 3,35 3,33
10 |6,945,46 4,83 4,47 4,24 4,07 3,953,853,78 3,72 3,52 3,42 3,31 3,22 3,15 3,12 3,09 3,08
11 |6,725,26 4,63 4,28 4,04 3,88 3,76 3,66 3,59 3,53 3,33 3,23 3,12 3,03 2,96 2,92 2,90 2,88
12 |6,555,104,47 4,12 3,89 3,73 3,61 3,51 3,44 3,37 3,18 3,07 2,96 2,87 2,80 2,76 2,74 2,72
13 |6,414,97 4,35 4,00 3,77 3,60 3,48 3,39 3,31 3,25 3,05 2,95 2,84 2,74 2,67 2,63 2,61 2,60
14 16,30 4,86 4,24 3,89 3,66 3,50 3,38 3,29 3,21 3,15 2,95 2,84 2,73 2,64 2,56 2,53 2,50 2,49
15 |6,204,76 4,15 3,80 3,58 3,41 3,29 3,20 3,12 3,06 2,86 2,76 2,64 2,55 2,47 2,44 2,41 2,40
16 |6,124,694,08 3,73 3,50 3,34 3,22 3,12 3,05 2,99 2,79 2,68 2,57 2,47 2,40 2,36 2,33 2,32
17 6,04 4,62 4,01 3,66 3,44 3,28 3,16 3,06 2,98 2,92 2,72 2,62 2,50 2,41 2,33 2,29 2,26 2,25
18 |5,98 4,56 3,95 3,61 3,38 3,22 3,10 3,01 2,93 2,87 2,67 2,56 2,44 2,35 2,27 2,23 2,20 2,19
19 |5,924,513,90 3,56 3,33 3,17 3,05 2,96 2,88 2,82 2,62 2,51 2,39 2,30 2,22 2,18 2,15 2,13
20 |5,874,463,863,513,293,133,012,912,842,77 2,57 2,46 2,35 2,25 2,17 2,13 2,10 2,09
22 |5,794,383,78 3,44 3,22 3,05 2,93 2,84 2,76 2,70 2,50 2,39 2,27 2,17 2,09 2,05 2,02 2,00
24 |5,724,323,723,383,152,99 2,87 2,782,70 2,64 2,44 2,33 2,21 2,11 2,02 1,98 1,95 1,94
26 |5,664,27 3,67 3,333,102,942,822,732,652,592,392,282,16 2,05 1,97 1,92 1,90 1,88
28 |5,614,22 3,63 3,29 3,06 2,90 2,78 2,69 2,61 2,55 2,34 2,23 2,11 2,01 1,92 1,88 1,85 1,83
30 | 5,57 4,18 3,59 3,25 3,03 2,87 2,75 2,65 2,57 2,51 2,31 2,20 2,07 1,97 1,88 1,84 1,81 1,79
40 |5,424,053,463,132,902,74 2,62 2,53 2,452,392,182,07 1,94 1,83 1,74 1,69 1,66 1,64
50 |5,343,983,393,062,832,672552,462,382,322,111,99 1,87 1,75 1,66 1,60 1,57 1,55
60 |5,293,933,343,012,792,632,512,412,332,272,061,941,82 1,70 1,60 1,54 1,51 1,48
80 |5,223,863,282,952,732,572,452,362,282,212,001,88 1,75 1,63 1,53 1,47 1,43 1,40
100 | 5,18 3,833,252,922,702,54 2,42 2,322,242,181,971,851,71 1,59 1,48 1,42 1,38 1,35
200 (5,103,76 3,18 2,852,632,472,352,26 2,18 2,111,901,78 1,64 1,51 1,39 1,32 1,27 1,23
500 [5,053,723,142,812,592,432,312,222,142,071,861,741,60 1,46 1,34 1,25 1,19 1,14
o [5023,693122,792,572,412,292,192,112,051,831,711,57 1,43 1,30 1,21 1,13 1,00
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